
Compito scritto di
Calcolo delle probabilità 1a UD

1. Gli insiemi Λ1, Λ2 sono estratti con rimessa dall’insieme di tutti i sottoinsiemi di S =
{1, 2, 3, . . . , N}. Calcolare la probabilità che Λ1 ∩ Λ2 = ∅.
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2. Tre clienti si presentano ad un ufficio con due sportelli e vengono serviti in tempi in-
dipendenti esponenziali di parametro λ. Trovare la distribuzione di probabilità del tempo
impiegato per servirli tutti.

T = max{min{T1, T2}+ T3, max{T1, T2}}

P(T ≤ t) = P(min{T1, T2}+ T3 ≤ t, T1 ≤ t, T2 ≤ t)

P(T ≤ t) = 2 P(T1 + T3 ≤ t, T1 ≤ T2 ≤ t)

P(T ≤ t) = 2

∫ t

0

P(T1 + T3 ≤ t, T1 ≤ s)P(T2 ∈ ds)

P(T ≤ t) = 2

∫ t

0

λe−λsds

∫ s

0

λe−λxdx

∫ t−x

0

λe−λydy

= 2

∫ t

0

λe−λsds

∫ s

0

λ(e−λx − e−λt)dx

= 2

∫ t

0

λe−λs(1− e−λs − λse−λt)ds

= 1− 4e−λt + 3e−2λt + 2λte−2λt

3. Le variabili casuali X, Y sono indipendenti con distribuzione normale N(0, 1). Le variabili
U = X + Y e V = X − Y formano un sistema gaussiano. Sono esse indipendenti?
Facoltativo: mostrare che la coppia U, V forma un sistema gaussiano.

E(U) = E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = 0, E(V ) = E(X − Y ) = E(X)− E(Y ) = 0
E(UV ) = E(X2 − Y 2) = E(X2)− E(Y 2) = 1− 1 = 0
quindi E(UV ) = E(U)E(V ), cioè U e V sono non correlate; siccome la coppia (U, V ) forma
un sistema gaussiano allora la non correlazione implica l’indipendenza.

4. I numeri X ed Y sono scelti “a caso” con rimessa dall’insieme degli interi {1, 2, . . . , N}.
Denotiamo con pN la probabilità dell’evento N X ≤ Y 2, calcolare lim

N→∞
pN .

lim
N→∞

pN =

∫ 1

0

(1−
√

x) dx =
1

3

5. Su una linea di comunicazione viene trasmessa una delle tre seguenti sequenze di lettere
aaaa, bbbb, cccc con probabilità rispettive π1, π2, π3 (con somma 1). Ogni lettera è
ricevuta correttamente con probabilità p e distorta in ciascuna delle altre due con la stessa
probabilità. Supponendo che la trasmissione di ogni lettera è indipendente dalla trasmissione



di ogni altra, calcolare la probabilità che sia stata trasmessa la sequenza aaaa, avendo
ricevuto la sequenza abca.

P(aaaa |abca) =

=
P(abca |aaaa)P(aaaa)

P(abca |aaaa)P(aaaa) + P(abca |bbbb)P(bbbb) + P(abca |cccc)P(cccc)

P(aaaa) = π1, P(bbbb) = π2, P(cccc) = π3

P(abca |aaaa) = p
1− p
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2
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4
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P(abca |bbbb) =
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2
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P(abca |cccc) =
1− p

2
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2
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8
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P(aaaa |abca) =
2pπ1

2pπ1 + (π2 + π3)(1− p)

Povo,  giugno 
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