Sia g una misura di probabilita su R. Se consideriamo che, indicando con
I, =[-n,n|® =] — oo,n]U]n, +o0|

1.0
n=1

deduciamo che (¢ essenziale la g-additivita)

lim u(l,) =0

n—oQ

In altre parole per ogni € > 0 esiste un K. tale che
p{reR:|z| > K.}) <e

Nel linguaggio delle variabili casuali possiamo dire che, data una variabile
casuale X, per ogni € > 0 esiste un K. per il quale si ha

P(|X| > K.) <¢

Supponiamo che X,, © X, ciog P(| X, — X| > ¢) = 0 per n — oco. Allora
da
B < X <X, — X| + [X]

deduciamo che, non potendo essere contemporaneamente | X, — X| < % e

2
| X| < &, abbiamo
(1Xn] > k) C (|Xn = X[ > 5) U(IX] > 5)

da cui
P(([Xn| > k) <P(I X, — X[ > 5) + P(IX] > 3).

Da questa formula ricaviamo che fissato un € > 0, esiste, per I'argomento
precedente, un K. per il quale si ha P(|X| > K.) < ¢, e quindi scegliendo
k = ke = 2K, ed n sufficientemente grande, diciamo n > n., in modo che

P(X, — X[ > %) <e
otteniamo che, per n > n,,

P((|X,] > k) <2¢,  P(X|> k) <P(IX] > %) <.




Sia f: R — R una funzione continua e limitata (|f(z)] < M). Supponia-

P . e
mo che X,, — X. Allora per ogni € > 0, consideriamo n. e k. come nel punto
precedente possiamo considerare

Q= (IX] > o) U (1Xn| > key [ X] < 1) U ([ Xn] < e, | XT] < Re)

e quindi
BIf(X) ~ FX0) = [ 1706) = FCO] dP =
[ ey —seoraes [ 1) - fo0|aee

(1% [>e) (1Xa|>e,| X <5e)
s [ ) - seolae
(‘X7l‘§’€sv‘X|§"‘is)

Per il primo integrale possiamo maggiorare con

1f(X) — f(X)] dP <2M P(|X| > k) < 2Me.

(1X[>re)

Per il secondo in modo analogo, per n > n,

/ F(X) = F(0)] dP < 2M P(1X,| > ke, | X] < 52)
(I Xn|>ke,| X|<ke)
<2M P(|X,| > k) < 2Me.

Per il terzo, osserviamo che la funzione f ¢ considerata nel compatto [—k., k]
dove e anche uniformemente continua: quindi possiamo trovare un ¢, tale che
per |z —y| <. siha |f(z) — f(y)| <e. Dacui

[f(Xn) = F(X)] dP =

(IXn|<re,| X|<ke)

F(X,) — F(X)| dP + / F(X,) — F(X)| dP

(1 Xn|<ke,| X |<he,| Xn—X|<6e) (1 Xn|<ke, | X|<ke,| Xn—X[>0c)

< 5IP((|X7L| < Ke, |X| < K, |Xn - X| < 5€)+
+OM P((|X,] < ey |X| < hoy | X — X| > 6.
< et 2M P((|X, — X| > 6.)



Scegliendo n ancora piu grande di n., se necessario abbiamo che
P((| X, — X|>6.) <e.
e quindi possiamo concludere che per n sufficientemente grande si ha
E([f(Xn) = f(X)]) < (6M +1)e.

In altre parole E(f(X,)) — E(f(X))), cio¢ la convergenza in legge delle
rispettive distribuzioni di probabilita.



