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1 Teorema Centrale

L’obiettivo di questa prima sezione € sviluppare gli strumenti necessari per di-
mostrare il Teorema Centrale con il metodo delle funzioni caratteristiche.
Enunciamolo ...

Teorema 1.1 (Teorema Centrale). Sia X1, Xa,...,X,,... una successione di
variabili casuali che siano

1. equidistribuite

2. (globalmente) indipendenti

3. X, € L?Vi=1,2,... con media m e varianza o>.

Allora, definita
o X1 +X2+—nm

Y,
2

no

st ha che la funzione caratteristica associata a Yy, che indichiamo con vy, (t),
per n — oo tende alla funzione caratteristica associata a una gaussiana, ovvero

=2

oy, (t) — e

Dimostreremo che, il Teorema Centrale enunciato come qui sopra, ¢ equiva-
lente alla formulazione piu nota:

P<G<X1—|—X2---—|—Xn—nm

L R
<b —>/ ——e 2 dx.
no? ) a V2T

In maniera analoga dimostreremo anche la Legge dei Grandi Numeri.

Osservazione 1.1. Dimostreremo e enunceremo questi due teoremi non nella
loro massima generalita.

1.1 Preliminari vari

Situazione di partenza, con la quale bisogna prendere piu confidenza possibile:

Q

o]

R

T4

e abbiamo una terna (2, &, P) dove {2 & un insieme, che assumiamo non vuoto
per evitare banalita, £ & una o — algebra definita su 2 e per concludere P
¢ una misura di probabilita

e uno spazio di misura (R, B, ?) dove B indica la o —algebra di Borel ovvero
la pil piccola o — algebra che contiene la topologia standard con cui sono
equipaggiati i reali



e nel punto precedente abbiamo lasciato un 7 al posto di una misura. Data
una variabile casuale X : Q — R, X~ ! : ¢ — B vogliamo definire una
misura g sui Boreliani, semplice: poniamo u(I) = P(X~1(I)) VI € B.
Osserviamo che la p cosi definita € una misura, in particolare & una misura
di probabilita (la verifica & semplice, ad esempio u(R) = P(X1(R)) = 1).
La freccia tratteggiata sta ad indicare che la definizione della p si ricava
dal resto del diagramma.

Teorema 1.2 (Formula di Astratto-Concreto). Data una funzione F : R — R
boreliana (i.e. F~1(B) € B VB € B)allora vale la sequente relazione

| X)) = [ Fau(do).
Q

R

Proof. Diamo solo una rapida idea della dimostrazione: per prima cosa si di-
mostra la relazione precedente per le funzioni indicatrici o, nel linguaggio della
analisi, per le funzioni caratteristiche, degli intervalli reali. Poi per le funzioni
semplici (combinazioni lineari di funzioni indicatrici). Poi per una funzione
F > 0, e per concludere per F. La dimostrazione ricorda molto i passaggi che
abbiamo fatto per definire l'integrale astratto.

O

Dato un spazio di misura (R, B,P) poniamo
F(z)=P((—o0,2]), z€R
questa funzione soddisfa le seguenti proprieta:
1. F € non decrescente
2. F(—00) =0, F(4+00) =1
3. F & continua a destra e ammette limite a sinistra Vo € R

Definizione 1.1. Ogni funzione F' = F(x) che soddisfa le condizioni 1. 2. e 3.
¢ chiamata funzione di ripartizione (distribution function).

Teorema 1.3. Sia F = F(z) una funzione di distribuzioine sulla retta reala R.
Allora esiste un’unica misura di probabilita P su (R, B) tale che

P((a,b]) = F(b) — F(a) Ya,b € [—00,0) .
Altri fatti generali:

1. Esistono i Boreliani come o-algebra di un generico spazio topologico?

Teorema 1.4. Sia F una qualsiasi collezioni di sottoinsiemi di X, allora
esiste la piv piccola o-algebra F* di X tale che F € F*.

Tale F* ¢ detta la o algebra generata da F.

2. Useremo pil volte il seguente risultato.



Teorema 1.5 (Teorema di Convergenza Dominata). Dato uno spazio di
misura (X, F,u) e una successione (fy,) di funzioni misurabili su X tali
che esiste il limite

li1rlnfn(x) = f(z) Vz € X.

Se esiste una funzione g € L' che domina le f,, i.e. tale che

[fn(2)] < g(2),

allora f,, converge a f in L'.

. I boreliani hanno la potenza di R : |B| = |R]

. Una misura pu si dice completa se ogni sottoinsieme di un insieme di misura
nulla & misurabile. Ad esempio la misura di Lebesgue sulla retta R: per
provarlo basta far vedere che ogni insieme con misura esterna nulla sod-
disfa 'uguaglianza di Carathéodory; si ottiene con delle semplici disug-
uaglianze

. L’insieme di Cantor & un sottoinsieme dell’intervallo [0, 1], chiuso che ha
la stessa cardinalita di [0, 1]

. Sia M Dinsieme dei Lebesgue-misurabili: |[M| = 2Bl (si dimostra usando
i punti precedenti)

. Un esempio di misura non completa ¢ la misura di Lebesgue definita sulla
o algebra dei Borelian B: se per assurdo fosse completa in particolare
ogni sottoinsieme dell’insieme di Cantor appartiene ai Boreliani (grazie al
punto 5.), quindi i Boreliani devono avere almeno la potenza di 2RI Ma,
questa conclusione € una contraddizione con il punto 3.

. Ogni spazio di misura si puo completare. Vale, infatti il seguente risultato.

Teorema 1.6. Sia (2,£, 1) un qualunque spazio di misura. Esistono una
o-algebra £ e una misura p* su £ tali che

e estendono & e p, i.e. £ CE" e u‘*g =
e o spazio di misura (Q,&*, u*) & completo

o se (Q,&, 1) ¢ un altro spazio con le due proprietd precedenti, allora
& Cé e pe =p"

Lo spazio di misura (€2, £*, u*) si dice il completamento dello spazio (€, &, ).
Grazie a questo risultato, ogni volta che sara conveniente, potremo as-
sumere che un dato spazio di misura si completo. Ad esempio la o-algebra
dei misurabili secondo Lebesgue e la misura di Lebesgue sono il comple-
tamento della o-algebra dei Boreliani (su R™) con la solita misura.
(Come corollario a questo risultato si avrebbe anche il seguente: ogni in-
sieme misurabile secondo Lebesgue é unione disgiunta di un boreliano e di
un insieme misurabile secondo Lebesgue, avente misura nulla).

. Siano date due misure i e A sulla stessa o0 — algebra £ , diciamo che u ¢
assolutamente continua rispetto a A | e scriviamo pu < A se per ogni A € £
siha AM(A) =0= u(A) =0



10. Una funzione f definita sull’intervallo [a,b] a valori in R diciamo che &
assolutamente continua se possiede una derivata f’ definita quasi ovunque
e integrabile secondo Lebesgue tale che:

fa) = fa)+ [0 de v e fo

Un esempio di funzione continua ma non assolutamente continua si costru-
isce grazie all’insieme di Cantor ed e nota come Funzione di Cantor o Scala
del Diavolo

1.2 Funzione Caratterisitica

Definizione 1.2. Data una misura di probabilita x4 su R definiamo la seguente
¢ :R—=C, o) = [; e u(dr) come la funzione caratteristica di pu .

Osservazione 1.2. Esiste l'integrale che abbiamo appena scritto? Ovvero, vale
la seguente relazione [, [¢**|u(dz) < +oo ? Naturalmente, perche e = 1,
dunque risulta [, [e“!|u(dz) = [, 1p(dz) = p(R) =1

Osservazione 1.3. Notiamo che |p(t)| £ 1, cioé ¢ & un cammino contenuto
nella palla unitaria complessa.
Inoltre vale ¢(0) = 1.

Proposizione 1.1. Assegnate due misure p1, po sui reali, tali che le funzioni
caratteristiche associate a py e po coincidono, allora si ha py = ps

Questa proposizione giustifica il nome funzione caratteristica, nel senso
che c’¢ iniettivita: le informazioni che contiene p sono legate alle informazioni
contenute nella sua funzione caratteristica e viceversa. A breve vedremo alcuni
esempi di questo legame.

Esempio 1.1. Sia p la distribuzione di probabilitad uniforme su [0, 1]. Vogliamo
calcolarne la funzione caratteristica:

p(t) = /1 ety — [ € L_eto1_ et sing
0 it |, it it

A questo punto & ragionevole chiedersi quando una generica funzione ¢ :
R — C ¢ una funzione caratteristica. Ovvero ci si chiede se esiste una misura u
tale che ¢(t) = [, "' u(dz).

Teorema 1.7 (Teorema di Bochner). Una ¢ : R — C ¢ caratteristica se e solo
se valgono le sequenti:

1. p(0)=1

2. ¢ é continua nello 0

3. ¥n > 1Vt to, ...ty € RV21,29,..,2, € C = Z;k:l o(t; —tr)zjzg >0 .
Osservazione 1.4. Risultera utile piu volte la seguente relazione: siano «; €

CVvVi=1,...,n

n 2

>

i=1

n
E Qo =

J,k=1



http://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_di_Cantor

La dimostrazione € semplice, basta notare le seguenti relazioni: aa = |oz|2 e
(w1 +iy1) (w2 — iya) + (w2 +iy2) (21 — iy1) = 22122 + 2412 -

La relazione del punto 3. deve valere, in particolare, per n = 1. In questo caso si
tratta solo di dimostrare che V¢ € R Vz € C si ha ¢(0)|z|> > 0 ed ¢ banalmente
vera.

Teorema 1.8. Se X € LY(Q) allora ¢, la funzione caratteristica associata alla
misura (1 associata alla variabile casuale X (d’ora in avanti ometteremo cosi
tanta precisione nello specificare a cosa é associata una funzione caratteristica),
e derivabile e

o'(t) = z/ e dpu.
R

Se X € L3(Q) allora ¢ ¢ derivabile e

(,O/I(t) — _/ xQeitrdM.
R

Banalmente si osserva che
©'(0) = i/Rxd,u =im = iE(X)
e che
§'0) == [ dp = —E(x)
grazie alla formula di astratto-concreto; si ha infine
Var(X) = E(X?) - E(X) = —¢"(0) + ¢'(0)?

Proof. Per 6 > 0 valgono le seguenti uguaglianze:

_ wx(t+6) _ pixt ) 0z _ |
PN o) [ [l Y,
R R

Dato che ,
(ezéz _ 1)
1)
se dimostriamo che si puo portare il limite sotto il segno di integrale, abbiamo
concluso. Per farlo basta verificare che siano soddisfatte le ipotesi del Teorema
di Convergenza Dominata (Teorema 1.5). Si tratta di trovare una g tale che

— ix per § — 0,

iz 0z
el )| [ )|
5 0
Per farlo notiamo che valgono le seguenti:
|ei6"” — 1| = |cos(6x) + isin(dz) — 1| = \/cos2 0x) +1 — 2cos(dz) + sin®(dz) =
V2 (1 — cos(dz)) 1/4sm 251n ’




Dunque, ricordando la relazione

Sal v eR,
«
abbiamo che 5 5
0T __ 3 ox
(6 1) — |Sln5(2)’ |x\<|x\
g %

Visto che X € L! segue che g = |X| € L!, quindi possiamo applicare il teorema
e concludere che

p(t+9) — o)

— z/ ze'@du, per & — 0.
0 R

Per la derivata seconda il conto e del tutto analogo. O

Vediamo alcune proprieta della funzione caratteristica ¢(t) associata alla
funzione di ripartizione di una variabile casuale X.

Proposizione 1.2. Sia X una variabile casuale con funzione di ripartizione
F=F(z) e funzione caratteristica

o(t) =E [e"X] .
Allora ¢ ha le sequenti proprieta:
1 lp(t)] < 9(0) =1
2. o(t) e uniforme continua Vt € R

3. () = o(—D)

4. @(t) & a valori reali se e solo se F & simmetrica, ovvero [z dF(x) =
| pdF(x) ,BeB.

Alcune Funzioni Caratteristiche ...

Esempio 1.2. Consideriamo una variabile casuale di tipo gaussiano N(0,1),

i.e. distribuita secondo 1 )
f(z) = e e” T,

Ver

La sua funzione caratteristica risulta essere

t)= [ et* ez dpr=--=¢€ 7.
vl = [ e

Per una generica variabile casuale distribuita secondo N(m,o?), tramite sem-
plici passaggi algebrici, si ha che vale la seguente relazione tra la sua funzione
caratteristica ¢ e quella della gaussiana N(0,1):

. 1 _ (2=m)? .
p(t) = / e S = (o),



Esempio 1.3. Consideriamo una variabile casuale con distribuzione di tipo
esponenziale Fxp(A), i.e. con funzione di ripartizione sui reali positivi

fl@) = xe 7,
la funzione caratteristica associata &
e it A A
t) = e e M dx = .
o= [ —

Per ottenere I'ultima uguaglianza basta risolvere i due (semplici) seguenti inte-
grali:

+oo +oo
/ cos(zt)e™ " du, / sin(zt)e™** da.
0 0

1.3 Convergenza in Legge

Sia M linsieme di tutte le misure di probabilita sullo spazio di misura (R, B)
ie. p € M= pu>0,uR) =1, equipaggiato della somma + :

(4 N (I) = u(I) + MI) Y, A € M, VI € R.

Banalmente si osserva che M & stabile per combinazioni convesse (solo convesse
perche devono sempre essere misure di probabilita).

Definizione 1.3 (Convergenza in Legge). Sia (u,) € M diciamo che (uy)

L
converge in legge (o in distribuzione o debole) a p e scriviamo p, Q) L se e
solo se

vf € CR). [ f@hn(dn) = [ f@wtao).
Esercizio 1. Se pu, E)% w allora, in particolare, si ha

f(z) = cos(at) ~ /]Rcos(xt)d,un — /Rcos(xt)d,u

analogamente per

f(z) = sin(xt) ~ /Rsin(a:t)dun — /Rsin(xt)d,u.

/eitxd/ln—)/eitwdu7
R R

ovvero ¢, (t) = ¢, (t)¥t € R (puntualmente).

Equivalentemente

Abbiamo dimostrato che la convergenza in legge implica la convergenza pun-
tuale delle funzioni caratteristiche. La buona notizia ¢ che vale anche il viceversa.

Proposizione 1.3. La convergenza in legge delle misure é equivalente alla con-
vergenza delle rispettive funzioni caratteristiche.

Proposizione 1.4. Sia (p,) € M una successione di misure su (R,B) con
rispettive funzioni caratteristiche associate Fy(x) = p, (J—00,z]). Sono equiv-
alentt



1. unﬂw

2. VI € B te. p(0I) =0, pn(I) — pu(I)
3. F,(x) = F(z)Vx € R t.c. F ¢ continua.

1.4 Dimostrazione del Teorema Centrale

Definizione 1.4. Siano X3, Xs,..., X, n variabili casuali, diciamo che sono
globalmente indipendenti se

P(Xl EIl,XQ EIQ,...,Xn GIn) :P(Xl 6[1)(Xn GIn)
per ogni I, € B.

Proposizione 1.5. X3, Xo,..., X, n variabili casuali sono globalmente in-
dipendenti (d’ora in poi ometteremo globalmente) se e solo se per ogni scelta
di f1, fo,..., fn boreliane e limitate, f; : R — R, si ha

E[f1(X1)f2(X2) ... fu(Xn)] = E[f1(X1)] ... E[fn(Xn)]

Esercizio 2. X1, Xs,...,X,, n variabili casuali sono indipendenti se e solo se
per ogni scelta di g1, go, ..., g, boreliane e limitate, g; : R — C, si ha

E[g1(X1)g2(X2) ... gn(Xy)] = E[g1(X1)] . . . E[gn (Xn)]-

Una implicazione & ovvia. Per laltra basta scrivere ogni g;(t) = R;(t) + iZ;(¢),
riscrivere le relazioni precedenti e applicare la proposizione precedente alla parte
reale e immaginaria di g;.

Definizione 1.5. Una successione di variabili casuali si dice (globalmente) in-
dipendente se ogni suo sottoinsieme finito di variabili casuali & composto di vari-
abili casuali globalmente indipendenti (nel senso della definizione precedente).

Ricapitolando stavamo dicendo: sia X una variabile casuale, X € L? (1),
possiamo dunque calcolare R(X) = m e Var(X) = o¢?. In modo canonico
associamo a X la misura immagine p, e a p associamo la funzione caratteristica

©(t). Possiamo anche calcolare direttamente ¢ da X mediante la relazione
o(t) = [ *ulds) = B(e).
R

Esercizio 3. Consideriamo la variabile casuale Y = @ Y & tale che
EY)=0eVar(Y)=1.
Per questo Y si dice normalizzata di X. Le relazioni precedenti seguono dalla

linearita dell’integrale che definisce I’aspettazione e dalla relazione Var(Z) =
—E(Z)? + E(Z?).

Siano X,Y come prima, sia ¢ la funzione caratteristica associata a X e
calcoliamo la funzione caratteristica associata a Y:

ey(t)=E (eitY) -E (eitz;m) —-F (e—it%em%) _




Osserviamo inoltre che
e 0)=-E(Y?) = Var(Y)-E(Y)’=-1-0= -1
Ora siamo pronti per dimostrare il Teorema 1.1

Proof. Consideriamo X1, Xo, ..., X, n variabili casuale equidistribuite, indipen-
denti e appartenenti a L? con media m e varianza o2.
Definiamo

L X1+ Xo+ -+ Xy —nm

Yy
2

no

banalmente si ottiene

Y, = — .
LD o ot o

Per alleggerire la notazione, definiamo

1 (Xl—m Xn—m>

X, =2 vi=1,2,...,n.

Possiamo dunque calcolare la funzione caratteristica ¢y, associata a Y,:

) = (607) <8 (56D
R (¢HT ) 2k (1 (). 1 (5)
dove si e posto
f(X) =€t

Data l'indipendenza delle variabili casuali, e ricordando uno degli esercizi prece-
denti, possiamo fattorizzare:

oy, (t) = E (eﬁfl) ..E (eﬁ)/‘:) ~3 (\/’%)n

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che le X; siano equidistribuite, ovvero
ad ogni X; viene associata la stessa misura p, alla quale viene associata la
stessa funzione caratteristica ¢(t); inoltre abbiamo visto prima che la funzione

caratteristica associata alle normalizzate X, e:

e non dipende da k, quindi 'uguaglianza.
Dobbiamo mostrare che

[ t\" —e
oy, (t)=¢ NG —e .

Per farlo sviluppiamo in serie di Taylor la funzione ¢(s) in un intorno dell’origine:

82
Bls) = §(0) + F(O)s + 38" (0)? +0 () = 1= 5 +0(s)

10



dove l'ultima uguaglianza segue dalle relazioni precedenti tra una generica ¢ e

le sue derivate, e naturalmente dal fatto che le variabili casuali appartengono a
L2
Ora si ha:

on=5() = (1= L wo(2)) = (- £) <> )

Visto che vale la relazione
t2 n ’2
(1 — 2) — 67%
n

ci rimane da mostrare che il secondo fattore dell’'uguaglianza precedente tende
a 1. Sappiamo che

t2
no()—>0pern—>oo
n

o anche

n = — 0 per n — oo.
T 2n
Se definiamo
2
(%)
. n
Zn = B}
t
L=

abbiamo che nz, — 0. Per mostrare che

2 n
o (%)
n
12
T o2n

1+

—1=(142,)"—1—0pern— oo

e quindi concludere, notiamo che valgono le seguenti relazioni:

i n n
1+Z<k>z5—1 <Z<k>|2nk+1—1:
k

k=1 =1

[(1+20)" = 1] =

=(1+]zm)" —1<e" —150

dove le ultime uguaglianze seguono da

2
‘Zn|20$1+|zn|<e‘zn‘ <6I1+l’+x2+)

e da
nz, — 0= el 1.
O

Proposizione 1.6. Il Teorema Centrale dimostrato nella forma precedente é
equivalente a

X1+ Xo- 4+ X, — LA R
P<a< 1+ Xo--+ X, nm<b>_>/ g
no? o V2

11



Proof. Dall’Esempio 1.2 sappiamo che

+2

p(t)=e 2

¢ la funzione caratteristica associata ad una variabile casuale ti tipo N(0,1).
Nella sezione ”Convergenza in Legge” abbiamo visto 'equivalenza tra la con-

L
vergenza in legge delle misure associate p, (4)% u e la convergenza delle funzioni
caratteristiche ¢, (t) = @(t).
Grazie al teorema appena dimostrato abbiamo che

i L N (0, 1),

Equivalentemente, grazie alla Proposizione 1.4,
VI € Bt uwdl)=0, u,(I) = p(l)

in particolare deve valere per I = [a,b], di conseguenza si ha

X1+X2~-~+Xn—nm
]P’(a< 5

<b) = ) >

no

[ e = ()
— e 2 dr= a,b
o V2m a

O
In maniera analoga dimostriamo 1’altro risultato notevole citato all’inizio.

Teorema 1.9 (Legge dei Grandi Numeri). Sia X1, Xo,..., X,,... una succes-
stone di variabili casuali che siano

1. equidistribuite

2. (globalmente) indipendenti

3. X, eL'Vi=1,2,...
Allora, per n — oo, si ha

X1+X2+Xn

n

V6>07P(‘ —m‘>e>—>0
Proof. Consideriamo la variabile casuale

L X1t Xe + Xy
n

Yo,

la funzione caratteristica ¢y, associata a Y, €

i K1t +Xn) )

oy, (t) =E (e") =E (e n

=B (et ) =B () =y (t>
n



dove si e posto

P(s) =E (e%1).
Sviluppiamo la funzione (s) ma, questa volta, solo fino al primo ordine. Con-
siderare ¢ (s) non avrebbe senso visto che le variabili casuali sono, per ipotesi,
elementi di L' e non di L? come era, invece, nelle ipotesi del Teorema Centrale.
Abbiamo dunque:

P(s) = ' (0) + 19’ (0)s + o(s) = 1 + ims + o(s), con so(s) — 0 se s — 0.

Quindi

tx, \" t\" t t\\"
ov, (1) =E (/7)) :¢(n> :(1+“”n+0<n)> -
n t n .
= 1—|—imE 1+ 0(@)t 1m0, gimt
n 1+Zm;

dove I'ultimo limite si ottiene con considerazioni simili a quelle fatte per I'ultimo
limite del Teorema Centrale. Sappiamo che

p(t) =e™

¢ la funzione caratteristica associata ad una delta di Dirac 8, concentrata in m
(& un caso particolare di normale di media m e varianza 0). Ovvero & la funzione
caratteristica associata alla misura

w(I) =6, (I) =41 se m € I, 0 altrimentsi.

Ora, grazie al fatto che le funzioni caratteristiche convergono se e solo se con-
vergono in legge le misure, si ha

P(‘X1+X2n.“+X" —m’ > e) =P, €[m—em+e€f) =
tin ([ = €m0+ €)°) = 6 ([ — €;m+ ) = 0
dove le ultime uguaglianze seguono dalle seguenti
8 (Im — &;m + ) = {m — e;m + ¢}
Om (m—e,m+e)=0
m ¢ [m—e,m+ €.
Si ha dunque la tesi. O

Osservazione 1.5. Nel Teorema Centrale e nella Legge dei Grandi Numeri &
stata fatta, implicitamente, un’altra ipotesi: che esista una una successione di
variabili casuali con le proprieta richieste. Ci torneremo ...
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1.5 Altri tipi di Convergenza

Come in Analisi, anche in Teoria della Probabilita, abbiamo bisogno di vari tipi
di convergenza delle variabili casuali. Tra questi i pitt importanti sono i seguenti:

Definizione 1.6 (Convergenza in Probabilita). Diciamo che una successione di
variabili casuali (X,,) converge in probabilita alla variabile casuale X

X,Lﬂ)X<:>Ve>O, P(|X, — X| >¢€) = 0 per n — cc.

Abbiamo gia visto un’espressione di questa forma nella Legge dei Grandi
Numeri; tale legge, alla luce della definizione appena data, dice che la media
aritmetica di una successione di variabili casuali converge in probabilita alla
media teorica.

In analisi questa convergenza € nota come convergenza in misura.

Definizione 1.7 (Convergenza quasi sicuramente). Diciamo che una succes-
sione di variabili casuali (X,,) converge quasi sicuramente alla variabile casuale
X

Xn— X qgs. & Xp(w) - X(w)Vwe NS, Ne€te P(N)=0

i.e. se l'insieme dei punti w €  per i quali X, (w) non converge a X ha
probabilita 0.

Definizione 1.8 (Convergenza nella norma di L”). Diciamo che una successione
di variabili casuali (X,) € LP converge nel senso di LP alla variabile casuale
Xel?

X, L—p>X(:)||Xn—XHLp — 0 per n — oo.

Teorema 1.10. Valgono le sequenti implicazioni:

XnﬂXéunE)%u

X = X g5 = X, L x

X, Yx=x, B x

Proof. La prima implicazione non ¢ banale, la dimostrazione si trova qui
Per la terza implicazione ci serviamo della disuguaglianza di Chebyshev:

| X7
ep

P(X| >0 = [

| X|>e

P(dw) < /

| X|>e

P(dw) <

1 1
— [ 1X[PdP =E(IXP) = [ X[
e Jo €P

Dunque

P 1
X, 2 X = P(X0 — X| > ) < S1Xn — XI5, 5 0= X, T X
€
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2 Caso n-dimensionale

In questa sezione generalizzeremo quanto visto fin ora al caso n-dimensionale.
Nella prima parte daremo la definizione di funzione caratteristica associata a
misure definite sui Boreliani di R™ e vedremo che continuano a valere i teoremi
che abbiamo enunciato nel caso 1-dimensionale. Nella seconda ci occuperemo
di cosa succede alle variabili casuali del tipo N(m, c?) in pitt dimensioni.

2.1 Nuovo linguaggio

Siano X; con i=1,2, ..., n delle variabili casuali tali che
Q ¢ P
]
v
R B i

Possiamo dunque considerare il vettore casuale
X = (X17X27"'7Xn)

e il seguente diagramma:

Q ¢ P
Fel
v

RTL BTL l/’/

dove abbiamo indicato con B™ i boreliani di R™.
Dato un qualsiasi vettore casuale

X: Q- R"

possiamo considerare
X,=m;0oX: Q=R

dove 7; € la proiezione sull’i-esimo fattore da R™ in R. Si ha che ciascuna X;
cosi definita ¢ una variabile casuale.
Dal fatto che

BR") =B @B ® @B

possiamo osservare I’equivalenza tra le seguenti:
1. siano X, ..., X, v.c. allora formano un vettore casuale X = (X1,...,X,,)

2. ogni proiezione del vettore casuale X, indicata con X;, € una variabile
casuale.

Lcon il simbolo ® si & indicata la o-algebra prodotto, per i dettagli si veda, la sezione 2.3.1.

sulle Misure Prodotto.

15



La misura immagine tramite il vettore casule X, indicata nel diagramma
precedente con p, € una misura di probabilita sulla o-algebra dei Boreliani di R™.
L’obiettivo della prossima sezione & trovare un’altra misura di probabilita jig,
assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue, sugli stessi Boreliani.
In analogia al caso 1-dimensionale, saremo interessati a calcolare la funzione
caratteristica associata a questa misura pg. Prima di questi passi vediamo
la generalizzazione della definizione di f.c. e enunciamo alcuni risultati che
continuano a valere.

Definizione 2.1. Sia p una misura di probabilita definita sullo spazio di misura
(R™,B™). La funzione caratteristica associata a p &

w:R*"—=C

(p(t) :/ ei<t7:c> dﬂ

Osservazione 2.1. Esiste l'integrale che abbiamo appena scritto? Natural-
mente: come nel caso 1-dimensionale si ha {el<t’w>’ =1.

Proposizione 2.1. Assegnate due misure py, po su (R™,B™), tali che le fun-
ziont caratteristiche associate a (11 e po coincidono, allora si ha py = po.

Teorema 2.1 (Teorema di Bochner n-dim). Una funzione ¢ : R" — C é carat-
teristica se e solo se valgono le sequenti:

1. o(0) =1
2. ¢ & continua nello 0

3. ¥n > 1Vt to, ...ty € R™Wzq, 20,.., 2, € C = Z;ﬁk:l o(t; —tr)zjzg >0 .

2.2 Gaussiana Generalizzata

Consideriamo una matrice quadrata n-dimensionale

a1 - Q1in
A—
Gn,1 " QGnn
tale che
e A sia simmetrica (ie. a;; = a;; Vi,j=1,...,n)

e la forma quadratica associata ad A sia definita positiva, i.e.

(Av,z)? = ZaiﬁjxiijOe =0 2=0

4,j=1

2da qui in avanti indicheremo sempre il prodotto scalare standard con il simbolo < -, - >.
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Sotto queste ipotesi A & invertibile (det A # 0), possiamo dunque considerare
la seguente funzione:

fla) = em3(A70a)

Notiamo subito che vale
f(z) >0Vr e R"

A questo punto ha senso considerare il seguente integrale:
f(z) dz
R’n

chiedersi se risulta minore di infinito e, in questo caso, quanto vale.
Sappiamo che per n =1 si ha A = {a} e

I

Il caso n=2 & stato trattato nel corso di CdP I, ma per un generico n come
possiamo fare? Possiamo diagonalizzare la matrice A (¢ simmetrica e definita
positiva per ipotesi), questa idea guidera la dimostrazione del prossimo risultato.

22

‘@ dr =+V2ma

D=

Teorema 2.2. Sia A una matrice come sopra, allora vale
/ e~2{47tew) (27)% Vdet A

Proof. Per ipotesi sulla matrice A, esiste una matrice unitaria (o ortogonale, i.e.
tale che U= = U*. O a parole: tale che I'inversa ¢ uguale alla trasposta) per
la quale si ha la seguente uguaglianza

D
U''AU=D=|: o
0 - A\,
con Ay, ..., A\, € R grazie all’ipotesi di simmetria della matrice A (altrimenti, a

priori, sono dei numeri complessi). Da questo ricaviamo che

L .00
A1 L
: t | =D '=(UT'AU) =UAU!
0 1
)\71,

Dalla quali si ricava anche
A"l =UD Ut

Ora che abbiamo scritto la matrice inversa di A in una forma pit comoda
possiamo calcolare l'integrale iniziale:

/ e—%<A712,1> dl':/ e—%<UD71U71z,w> dr

ricordando la relazione che vale per ogni ¢,z € R™

(Bt,z) = (t, B*z)
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possiamo procedere con la sostituzione y = U~ 'z, e ricordando I'invarianza
per rotazione della misura di Lebesgue (o meglio perche il determinante dello
Jacobiano del cambio di coordinate, in modulo, & 1), abbiamo che 'integrale
precedente e uguale a

/ 67%<D_1y,y> dy :/ e_%z:?:l X5 dy =

= (/6_;*11 dy1> </6_"‘y*22 dyg)...</e_2;ykril dyn) =
R R R

=1 v2mr = @m)% Ve o X = (27)% Vdet A

j=1

Ora possiamo considerare la funzione

1 7%<A71:E,w>

vdet A

come una densita di probabilita rispetto alla misura n-dimensionale di Lebesgue;
perche abbiamo appena dimostrato che

/ng(x) de =1

In maniera naturale, da g densita di probabilita, ricaviamo una misura p, sui
boreliani di R™ ponendo

03

g(z) = (2m)"

per ogni I boreliano di R™.
Proposizione 2.2. La funzione caratteristica associata a g €

pg(t) = e300

Proof. Per comodita nei prossimi passaggi chiamiamo C la seguente costante

n 1

¢=@m= Vdet A

Dalla definizione di funzione caratteristica segue

oo(§)=C [ <t MpTO ) g,
Rn

come prima procediamo con la sostituzione y = U 'z e, come prima, abbiamo
che l'integrale precedente e uguale a

C ei<t,Uy>e—%<D71y,y> dy —C ei<U71t,y>€ 2 2uj=1 ﬁ dy
R™ R™
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Possiamo procedere con un’ulteriore sostituzione ponendo s = U~'t, di con-
seguenza abbiamo le seguenti uguaglianze

<U71ta y> = <Say> = Zsjyj
j=1

Quindi integrale precedente risulta uguale a

vi 2

isiy1— {52y —

C [ ™70 eV dyy L dy, =
Rﬂ.

. y% y2
18 — 5y ) n
e 1Y1 x| elényn 2An

= —d — " dy,
R V 271')\1 n R vV 27T)\7L 4

ma ogni integrale 1-dimensionale corrisponde alla funzione caratteristica di una
gaussiana del tipo N (o, 02), che sappiamo calcolare. Risulta dunque che I'ultima
espressione ¢ uguale a

Aps? Ams2 . . .
6T TEE e TEE —em 1 = NS — o3 (ALY)

dove l'ultima uguaglianza segue da
Z)\js? = (Ds,s) = (U ' AUs, s) =
j=1
= (UTTAUU 't,t)y = (U AL U 't) = (At t).
O

Osservazione 2.2. La funzione caratteristica &€ un’arma a doppio taglio: mette
in luce e nasconde alcune informazioni. In questo caso propone una notevole
semplificazione in quanto non compare vdet A e, al posto della sua inversa, si
ha proprio la matrice A.

Data una matrice A simmetrica e semidefinita positiva (i.e. (Az,z) > 0)
possiamo considerare la seguente funzione

o(t) = e—% (At,t)>0

E’ ben definita e risulta essere maggiore di 0 sul dominio. A questo punto ha
senso chiedersi se € una funzione caratteristica.

Nel caso in cui A sia definita positiva sappiamo esibire, in maniera esplicita,
una misura. In generale?

Proposizione 2.3. Sia p(t) come sopra, allora soddisfa le condizioni del Teo-
rema di Bochner n-dim e quindi é una funzione caratteristica.

Proof. Che ¢(0) = 1 e la continuita in 0 si verificano facilmente. Per I'ultima
condizione consideriamo la seguente matrice

A=A+l
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Si ha

(Acx,x) = (Az, z) + €z|?
che risulta essere > 0 per ogni x # 0 e = 0 per x = 0, i.e. A. ¢ una matrice
definita positiva e, naturalmente, simmetrica. Sappiamo la funzione caratteris-
tica associata alla misura

pe(D) = [ gu(e) ds
I
dove, per la stessa C della Proposizione 2.2, si & posto
gelw) = Cem# (A w)

€ proprio

oc(t) = e~ 3 (Act,t)
Segue che p.(t) soddisfano la disuguaglianza del Teorema di Bochner per ogni
€. Vale inoltre

pelt) = e7 3L = () ET
Visto che le ¢ (t) soddisfano Bochner e che tendono a ¢(t) per € che tende a zero,

segue dunque che ¢(t) deve soddisfare la disuguaglianza. Quindi la tesi. O

Data una matrice A simmetrica e definita positiva possiamo considerare la

funzione
1 " 1 —1<A71(I—m) (I—m)>
xTr) = R e 2 )
9(=) (27) Vdet A

con m € R™. Tale funzione ¢ la densita di una gaussiana di tipo N(m, A) dove
m ¢ detta media e A matrice di covarianza. In questo caso, tramite un cambio
di variabile, abbiamo gia dimostrato che la funzione caratteristica risulta

SD(t) _ 6i<m,t>—% (At,t)

Definizione 2.2. Una misura u, non per forza data in termini di densita
rispetto alla misura di Lebesgue, si dice gaussiana generalizzata di tipo N(m, A)
se la sua funzione caratteristica e

(p(t) _ ei<m,t>—% (At,t)

per qualche matrice A simmetrica semidefinita positiva.

Esercizio 4. Sia A definita positiva e m = (my,ma, ..., my) € R” e la funzione
g densita del tipo N(m, A). Allora valgono i seguenti

L fgn zig(x) do =m;
2. Jon (25 —my)?g(x) doz = Var(j — esima componente)
3. f]R" (w5 —my)(xr —mp)g(x) dv = ajp.

Sia X un vettore gaussiano di tipo N(m, A) in R™ e B una generica matrice
con m righe e n colonne. Il vettore Y = BX & una variabile casuale a valori in
R™ (la composizione di funzioni boreliane & boreliana); ma come & distribuita?

Proposizione 2.4. Y = BX ¢ un vettore gaussiano di tipo N (Bm, BAB*).
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Proof. La funzione caratteristica associata ad X & nota. Sia t € R™ la f.c.
associata a Y e

@y(t) =E(£<7>) = E(e/<19%>) = (e/<F70X>) =

_ ei<m,B*t>7%<AB*t,B*t> _ €i<Bm,t>7%<BAB*t,t>

dove si ¢ usato il fatto che < ¢, Bx >=< B*t,z > (il primo & un prodotto
scalare in R™ mentre il secondo in R™). Con dei semplici conti si ha che BAB*
¢ semidefinita positiva, quindi la tesi. O

Osservazione 2.3. Come casi particolari del risultato precedente si ha che
I'i-esima componente di X & guassiana, basta scegliere la matrice

B=(0,0,...,1,...,0)

Ma lo sono, per lo stesso motivo, anche le sue componenti prese a coppie, a tre
a tre, e cosi via. In particolare ogni combinazione lineare

a1 X1+ asXe + -+ an X,
di componenti di X e gaussiano.

Osservazione 2.4. Se X & un generico vettore le cui componenti sono tutte
di tipo gaussiano allora, in generale, non possiamo concludere che X lo sia! E’
necessaria 'indipendenza delle componenti.

2.3 Misure in piu dimensioni

2.3.1 Misure Prodotto

Per definire la misura di Lebesgue in R™ & necessario ripercorrere la procedura
svolta per definire la misura di Lebesgue sulla retta reale. Ecco i passaggi
principali (la loro dimostrazione ¢ analoga al caso 1-dimensionale):

e si definisce il volume n-dimensionale dei pluri-intervalli R =[], I; dove
gli I; sono intervalli della retta reale ponendo

dove si era posto [ (I) = b—a se I & della forma (a,b) C I C [a, b], infinito
se I e illimitato; con la convenzione naturale 0 - co = 0

e si introduce la misura esterna n-dimensionale m}, su ogni sottoinsieme E
di R™ ponendo

m, (E) = inf{z v (R;) t.c. EC U R;, R; pluri-intervalli }
€N €N

e m} estende v,, ¢ monotona, nulla sull’insieme vuoto, numerabilmente
subadditiva e invariante per traslazioni
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e si introduce la classe M, degli insiemi misurabili:

M, = {ECR" tie. m’ (A) = m* (AN E) + m* (AN E°)VA C R"}

e M, ¢ una o-algebra contenente i pluri-intervalli, gli aperti e i chiusi; in
particolare contiene la o-algebra dei Boreliani di R™

e si definisce la misura di Lebesgue in R™ come la restrizione di m} a M,
e si dimostra che ¢ numerabilmente additiva.

Nonostante questa costruzione non siamo, ancora, capaci di ricondurre il
calcolo degli integrali in R™ a piu integrazioni lungo R e non sappiamo quando &
lecito scambiare I'ordine di integrazione. Per permettere questi passaggi dobbi-
amo vedere che rapporti intercorrono tra la misura di Lebesgue n-dimensionale
e quella 1-dimensionale. Per questo ¢ il momento di parlare di di o-algebre e
misure prodotto.

Dati due spazi di misura (X, F, u) e (Y, G, ) consideriamo 'insieme X x Y
e il suo sottoinsieme dei rettangoli misurabili

R={AxBtc AcF BegG}

Questo insieme e chiusa soltanto rispetto all’intersezione, ed € una collezione
molto ristretta di sottinsiemi di X x Y: nel caso di X = R = Y vorremmo
misurare, oltre ai rettangoli, anche i cerchi, i triangoli e molti altri. D’altra
parte, su R possiamo definire in maniera del tutto naturale una misura A:

AME)=AX(AXxB)=pu(A)y(B) perogni E = Ax BeR.

Definizione 2.3. Indichiamo con F ® G la piu piccola o-algebra contenente i
rettangoli misurabili, esiste per il Teorema 1.4. si chiama la o-algebra prodotto.
La misura ), definita prima su R, si estende in modo unico® ad una misura
definita sulla o-algebra prodotto, la misura prodotto, che si indica con p ® .

Per compiere delle integrazioni successive useremo spesso i Teoremi di Fubini
e Tonelli.
2.3.2 Marginali

Vediamo un altro modo di costruire misure in piu dimensioni.
La nostra situazione iniziale: un vettore casuale X = (X7, Xo,...,X,,) e il
seguente diagramma:

Q ¢ P
fel

v
R™ B" i

Partiamo dal caso n = 2, chi & u (I x R)?

p(IxR) =P (X (IxR)) =P (X7 (1)) = u (1)

3andrebbe dimostrato naturalmente
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dove la penultima uguaglianza segue dalla seguente
X 1TIxR) ={weQtcX(w)elxR}=

={we Qtc Xi(w) e, Xo(w)eR}={weQtc Xi(w)el}

Per concludere, nota la misura 2-dimensionale p, possiamo definire due sue
marginali 1-dimensionali p11 e p ponendo

1 (I)=p(IxR) eps(J)=p(RxJ) per ogni I,J € R.

Pit in generale, nel caso generico n-dimensionale potremo considerare n misure
i 1-dimensionali, le marginali due dimensionali y;; definite in maniera analoga,
fino alle marginali n — 1 dimensionali.

Osservazione 2.5. Una misura non ¢ univocamente determinata dalle sue
Marginali.

Con le Marginali c’¢, in un certo senso, sovrabbondanza di informazione ”una
contenuta nell’altra”. Come spiega la prossima proposizione non & necessario
conoscere tutte le marginali, ma, da quelle k-dimensionali, si ricavano quelle di
dimensione minore in maniera naturale.

Proposizione 2.5. Data una misura n-dimensionale p consideriamo la sua
marginale 2-dimensionale j1;; e le sue marginali 1-dimensionali py. Possiamo
anche considerare le marginali 1-dimensionali di p;j, indicate con (pij); e (pis),-
Si ha

(hig); = i e (pig); =
Proof. Valgono le seguenti uguaglianze

iy (I J) = P({w tee. (Xi(w), X, (w) € I x J}) =

=P({w tc. Xi(w) € [,X;(w) € J}) =P (X, (I)NnX;"(J]))

Ora si ha

(ig); () = pij (I xR) =P (X7 (D) N X1 (R) =P (X (1) = i (1)
L’altra uguaglianza e identica, scambiando gli indici. Quindi la tesi. O
Esempio 2.1. Sia Xi, Xa,...,X,,... una successione di variabili casuali in-
dipendenti. Essa fornisce una successione di misure A1, Ao,..., An,.... Se con-

sideriamo il vettore casuale (X;, X;) abbiamo anche la misura fp;j. Possiamo
esprimerla in funzione delle misure 1-dimensionali:

,uij(Ix J) :]P(Xi EI,X]‘ S J) :4]P>(Xi EI)P(X] S J) :/J,Z'(I),Uj (J)
ovvero
Hij = i @ g

Quindi, in questo caso, note le misure 1-dimensionali, posso ricavare tutte le
altre.

4questa uguaglianza & possibile solo grazie all’indipendenza delle v.c.
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Sia X = (X1, Xs,...,X,) un vettore casuale e sia p la misura immagine.

Possiamo considerare la funzione caratteristica
olt) =E ()

Se si puo calcolare e risulta

E(X)=m = (my,ma,...,my,)
allora si ha 9
P
Gitj (0) = im;

Se poi X € L? si ha

E (X5 —my)(Xx —my)) = E(X;Xg) —mymy, =

o 0¢? Do Op
~ 0t0ty, 0)+ ot; © oty ©)

In particolare se X & del tipo N (m, A) abbiamo che

E((X; —m;) (X —mi)) = aji
Per la dimostrazione si puo procedere in maniera simile al Teorema 1.8.

(P(t—F(0,0,,(S,O,,O))—@(t) / eiémj
5 - S dp

e 'ultimo integrale tende, grazie al Teorema di Convergenza Dominata, a

/nixj du:/anj(x) du:/ﬂiﬂj(X) dIP’:/Qin dP =im;

grazie alla Formula di Astratto-Concreto applicata alla funzione =;, i.e.

proiezione sul j-esimo fattore .
Per la seconda parte basta notare che

E ((Xj — mj)(Xk — mk)) =K (Xij —m; Xy —mpX; + mjmk) =
=E(X,;Xk) — mjmi — mijmg + mymg = E(X; Xi) — mjmy
Per concludere, usando i punti precedenti, rimane da mostrare che

0p?

E(X5X) =~ 5 on
J

(0)

Questo si ha perché

87@2(2&) —/ ixjiry d ——/ Tix dp =
t;0ty, \1t=0 T Jp, IR A , e G

- 7/ X; X, dP = E (X; X)
Q

dove si & utilizzata, come prima, la Formula di Astratto-Concreto.

24

la



Definizione 2.4. Sia X = (X1, X»,...,X,) un vettore casuale t.c. X € L?,
definiamo
aje = E((X; —m;) (X — mx))

e di conseguenza la matrice di covarianza A = (aij;).

Osservazione 2.6. La matrice di covarianza e definita per ogni vettore casuale
X che ammette varianza. E’ simmetrica perché il prodotto commuta. Inoltre
risulta definita positiva notando le seguenti uguaglianze:

Zaijjzk = Z]E ((X] — mj)(Xk — mk)) ijk =
7.k 7.k

E Z(Xj — mj)zj(Xk — mk)zk =E (Z(Xk — mk)zk>

Jsk k
Esercizio 5. Indichiamo con C la circonferenza di raggio r, ovvero
C={peR*tc |[p||=7}

Sia X = (X1, X2) un vettore casuale e supponiamo che la sua misura immagine
1 sia definita, per ogni Boreliano B nel seguente modo:

p(B) =my (BNC) /mi (C)

dove m; sta ad indicare la misura 1-dimensionale di Lebesgue in R?. La misura
u & concentrata su un sottoinsieme C' di R? avente misura (di Lebesgue 2-
dimensionale) nulla, quindi non ¢ una misura assolutamente continua rispetto a
Lebesgue; equivalentemente non puo essere data in termini di densita rispetto
a Lebesgue.

Calcolare le marginali di p, puq e po.

Confrontare p con p1 ® po, sono la stessa funzione?

e Chi ¢ la funzione caratteristica associata a u? E alle marginali?

Ripetere ’esercizio con la misura u concentrata sulla circonferenza piena,
i.e. concentrata sul disco

D={pe R? t.c. lIp|| < r}

Risulteranno funzioni non integrabili elementarmente.
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