
1 Catene di Markov a stati continui

In questo caso abbiamo ancora una successione di variabili casuali X0, X1, X2, . . .
ma lo spazio degli stati è un insieme più che numerabile. Nel seguito suppor-
remo che lo spazio degli stati sia R o, più in generale Rd. Perché la successione
sia una catena di Markov, deve risultare

P(Xn+1 ∈ I |Xn = x,Xn−1 = xn−1, Xn−2 = xn−2, . . . , X1 = x1, X0 = x0) =
P(Xn+1 ∈ I |Xn = x) (1)

e supporremo che le probabilità di transizione

p(x, I) = P(Xn+1 ∈ I |Xn = x)

non dipendano dal tempo (da n). Dovremo dare anche la distribuzione iniziale
(di X0)

µ(I) = P(X0 ∈ I).

Si ha che

p(2)(x, I) = P(Xn+2 ∈ I |Xn = x) =
∫

R
p(x, dy) p(y, I)

e, più in generale, induttivamente

p(k)(x, I) = P(Xn+k ∈ I |Xn = x) =
∫

R
p(k−1)(x, dy) p(y, I)

=
∫

R
p(x,dy) p(k−1)(y, I)

=
∫

R
p(l)(x,dy) p(k−l)(y, I)

Tra le distribuzioni (di probabilità) iniziali è importante distinguere la distri-
buzione invariante (o stazionaria), definita dalla proprietà

µ(I) =
∫

R

p(x, I) µ(dx)

1.0.1 Successione di variabili casuali indipendenti ed equidistribuite

È una catena di Markov con p(x, I) = P(Xn+1 ∈ I |Xn = x) = P(Xn+1 ∈ I) =
π(I), e la distribuzione π è anche la distribuzione stazionaria.
Qui π(I) è la distribuzione di ogni Xn (equidistribuite). Inoltre P(Xn+1 ∈
I |Xn = x) = P(Xn+1 ∈ I) discende dall’indipendenza.
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1.0.2 Processo AR(1) (AutoRegressive)

Data una successione di variabili casuali indipendenti ed equidistribuite come
normali N(0, 1)

Z1, Z2, Z3, . . . , (2)

ogni variabile casuale Xn (della catena di Markov AR(1)) è definita induttiva-
mente da

Xn = βXn−1 + σZn (3)

e da una scelta (a priori come si vuole) della distribuzione iniziale ν(I) = P(X0 ∈
I), che sceglieremo indipendente da tutta la successione (2) delle Z.

Risulta da (3) che

P(Xn ∈ I |Xn−1 = x) = P(βx + σZn ∈ I |Xn−1 = x) = P(βx + σZn ∈ I)

quindi

p(x, I) =
∫

I

1√
2πσ2

e−
(y−βx)2

2σ2 dy

Inoltre, induttivamente si ricava che

Xn = βnX0 + σ(βn−1Z1 + βn−2Z2 + · · ·+ βZn−1 + Zn)

Ma σ(βn−1Z1 + βn−2Z2 + · · ·+ βZn−1 + Zn) è ancora una gaussiana di media
zero e varianza la somma delle varianze, cioè

σ2(β2(n−1) + β2(n−2) + β2(n−3) + · · ·+ β2 + 1) = σ2 1− β2n

1− β2

Se denotiamo con Zn = σ(βn−1Z1 + βn−2Z2 + · · · + βZn−1 + Zn), possiamo
scrivere Xn = βnX0 + Zn.
Se scegliamo |β| < 1 abbiamo che la legge di Zn tende (in legge) ad una gaussiana
di media zero e varianza

v2 = σ2 1
1− β2

.

Scegliamo allora come distribuzione iniziale una gaussiana di media zero e va-
rianza v2; allora anche Xn ha una distribuzione gaussiana di media zero e vari-
anza

β2nv2 + σ2 1− β2n

1− β2
= v2.

Questo significa che la normale N(0, v2) è la distribuzione stazionaria: infatti
ciò risulta anche da∫

R

1√
2πv2

e−
x2

2v2
1√

2πσ2
e−

(y−βx)2

2σ2 dx =
1√

2πv2
e−

y2

2v2

Infine notiamo che Xn tende in legge ad una normale N(0, v2).
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1.0.3 Processo AR(2)

Data una successione di variabili casuali indipendenti ed equidistribuite come
normali N(0, 1)

Z2, Z3, Z4, . . . , (4)

ogni variabile casuale Xn (che non formano una catena di Markov) è definita
induttivamente da

Xn = β1Xn−1 + β2Xn−2 + σZn (5)

e da una scelta (a priori come si vuole) della distribuzione congiunta di X0, X1,
che sceglieremo indipendente da tutta la successione (4) delle Z.

Supponiamo che esista una distribuzione stazionaria gaussiana N(0, v2), con
v2 da determinare. Deve risultare

v2 = E(X2
n) = E((β1Xn−1 + β2Xn−2)2) + σ2

Sviluppando si ha

v2 = β2
1v2 + β2

2v2 + 2β1β2 E(Xn−1Xn−2) + σ2 (6)

È bene osservare che anche la distribuzione congiunta di Xn, Xn−1 è invariante
con n; allora, moltiplicando la (5) per Xn−1 e prendendo il valor medio si ottiene

E(XnXn−1) = β1v
2 + β2E(Xn−1Xn−2)

che per l’invarianza dei valori di aspettazione si ha

E(XnXn−1) =
β1v

2

1− β2

con cui dalla (6) possiamo ricavare

v2 = σ2 1
1− β2

1 − β2
2 − 2β1β2

β1
1−β2

Deve risultare

1− β2
1 − β2

2 − 2β1β2
β1

1− β2
=

(1 + β2)(β1 + β2 − 1)(β2 − β1 − 1)
1− β2

> 0

2 Catene di Markov a tempi continui

2.0.4 Leggi gamma

Introduciamo la legge Gamma di parametri α e λ, come la densità di probabilità

λα

Γ(α)
xα−1e−λx
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per x > 0, altrimenti 0; qui Γ(α) è la classica funzione gamma definita per α > 0
da

Γ(α) =
∫ ∞

0

e−ξξα−1dξ

La funzione caratteristica della distribuzione Gamma di parametri α e λ è data
da

ϕ(t) =
(

λ

λ− it

)α

dove la radice complessa è presa in modo tale che per valori reali è reale. Subito
questo fatto ci dice che la somma di due Gamma di parametri rispettivamente
α1, λ e α2, λ ed indipendenti è ancora una distribuzione Gamma di parametri
α1 + α2, λ. Per α = 1 la distribuzione Gamma si riduce alla distribuzione
esponenziale di parametro λ.

2.1 Processo di Poisson

Sia T1, T2, T3, . . . una successione di variabili casuali indipendenti ed equidi-
stribuite come esponenziali di parametro λ; allora risulta che

P(T1 + T2 + · · ·+ Tk ≤ t) =
∫ t

0

λk sk−1

(k − 1)!
e−λsds

Per ogni t esiste un solo intero Xt aleatorio tale che

T1 + T2 + · · ·+ TXt ≤ t < T1 + T2 + · · ·+ TXt + TXt+1

Questo processo Xt si chiama processo di Poisson. Risulta

P(Xt = k) = P(T1 + T2 + · · ·+ Tk ≤ t < T1 + T2 + · · ·+ Tk + Tk+1) = e−λt (λt)k

k!

Inoltre Xs e Xt −Xs sono indipendenti e

P(Xt −Xs = k) = e−λ(t−s) (λ(t− s))k

k!

2.2 Ancora sulle leggi esponenziali

Siano {T1, T2, T3, . . . , Tn} una famiglia di variabili casuali indipendenti e ogni
Ti con legge esponenziale di parametro λi. Allora la variabile casuale

τn = min{T1, T2, T3, . . . , Tn}

è ancora una variabile casuale di tipo esponenziale di parametro λ1 + λ2 + λ3 +
· · ·+ λn.

Date due variabili casuali indipendenti T1, T2 distribuite in modo esponen-
ziale di parametri rispettivamente λ1, λ2, calcolare

P(T1 < T2 | min(T1, T2) = t)

4



Possiamo calcolare la probabilità precedente come limite di

P(T1 < T2, t ≤ min(T1, T2) ≤ t + ∆t)
P(t ≤ min(T1, T2) ≤ t + ∆t)

=

∫ t+∆t

t

P(T2 > s)P(T1 ∈ ds)∫ t+∆t

t

P(min(T1, T2) ∈ ds)

Ora∫ t+∆t

t

P(T2 > s)P(T1 ∈ ds)∫ t+∆t

t

P(min(T1, T2) ∈ ds)
=

∫ t+∆t

t

e−λ2s λ1e
−λ1sds∫ t+∆t

t

(λ1 + λ2)e−(λ1+λ2)sds

=
λ1

λ1 + λ2

quindi

p = P(T1 < T2 | min(T1, T2) = t) =
λ1

λ1 + λ2
,

q = 1− p = P(T1 > T2 | min(T1, T2) = t) =
λ2

λ1 + λ2

Un secondo modo di formulare il risultato è di considerare una variabile casuale
T distribuita in modo esponenziale di parametro λ (= λ1 + λ2), e una seconda
variabile casuale indipendente dalla prima che assume solo due valori. per es-
empio +1 e −1, con probabilità rispettivamente p e q = 1 − p. L’equivalenza
tra le due formulazioni passa attraverso la posizione λ1 = pλ e λ2 = qλ.

2.3 Processi di nascita e morte

Sono processi di Markov a tempi continui e spazio degli stati S = {0, 1, 2, 3, . . .}.
Tra i vari parametri che determinano questi processi ci sono la successione dei
tassi di nascita (positivi)

{λ0, λ1, λ2, . . .}

e la successione dei tassi di morte

{µ1, µ2, µ3, . . .}

Il processo Xt rappresenta la popolazione (gli elementi della popolazione pos-
sono essere della natura più varia) al tempo t. Si può partire da X0 = 0 ma
non necessariamente. Il passaggio da 0 ad 1 può avvenire per esempio per
immigrazione.

Supponiamo di partire da una distribuzione iniziale per X0 uguale per esem-
pio a {π0, π1, π2, . . .}. Il tempo T1 del primo cambiamento (a k− 1 o a k + 1 se
eravamo in k) è distribuito come un esponenziale, ma non indipendente da X0;
infatti, sapendo che X0 = k, T1 ha parametro uguale a λk + µk (se k = 0 allora
il parametro è solo λ0) e, all’istante T1 il processo salta in k− 1 con probabilità

P(XT1 = k − 1 |X0 = k) =
µk

λk + µk
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mentre salta in k + 1 con probabilità

P(XT1 = k + 1 |X0 = k) =
λk

λk + µk

Nel caso che X0 = 0 allora

P(XT1 = 1 |X0 = 0) = 1

Dopo il primo salto, supporremo che l’evoluzione proceda nello stesso modo;
dopo un tempo T2, relativo al tempo T1, avviene un secondo cambiamento (a
partire da 0 il tempo trascorso è S2 = T1 +T2): supporremo che T2 sia indipen-
dente da T1 ma dipendente da XT1 . Infatti supporremo T2 abbia distribuzione
esponenziale con parametro, sapendo che XT1 = k, uguale a λk +µk. All’istante
S2 = T1 + T2 il processo salta con la stessa modalità precedente.

Vogliamo determinare la distribuzione di probabilità di Xt al tempo (deter-
ministico) t, che potremo denotare con

p(t) = {p0(t), p1(t), p2(t), . . .}

A questo scopo consideriamo quello che può succedere al tempo t+∆t. Ebbene
può non esserci stato nessun cambiamento, oppure solo uno, oppure più di uno.
Nel primo caso

P(Xt+∆t = k |Xt = k) = P(T > ∆t |Xt = k) = e−(λk+µk)∆t = 1−(λk+µk)∆t+o(∆t);

nel secondo

P(Xt+∆t = k−1 |Xt = k) = P(T ≤ ∆t < T+T ′ |Xt = k)
µk

λk + µk
= µk∆t+o(∆t)

e

P(Xt+∆t = k+1 |Xt = k) = P(T ≤ ∆t < T+T ′ |Xt = k)
λk

λk + µk
= λk∆t+o(∆t);

ed infine nel terzo

P(Xt+∆t = j, |j − k| > 1 |Xt = k) = P(T + T ′ ≤ ∆t |Xt = k) = o(∆t).

Quindi

pk(t + ∆t) = P(Xt+∆t = k) = P(Xt+∆t = k |Xt = k)pk(t)+

P(Xt+∆t = k |Xt = k − 1)pk−1(t)+

P(Xt+∆t = k |Xt = k + 1)pk+1(t)+

P(Xt+∆t = k |Xt = j, |k − j| > 1)

da cui, per k ≥ 1

p′k(t) = λk−1pk−1(t) + µk+1pk+1(t)− (λk + µk)pk(t)
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e
p′0(t) = µ1p1(t)− λ0p0(t)

Se le pk(t) sono indipendenti dal tempo (misura invariante) uguale a πk, allora
abbiamo che

0 = λk−1πk−1 + µk+1πk+1 − (λk + µk)πk

e
0 = µ1π1 − λ0π0

da cui
π1 =

λ0

µ1
π0, π2 =

λ0λ1

µ1µ2
π0, π2 =

λ0λ1λ2

µ1µ2µ3
π0, . . .

Deve quindi risultare che la serie

1 +
λ0

µ1
+

λ0λ1

µ1µ2
+

λ0λ1λ2

µ1µ2µ3
+ · · · < ∞

Denotando con Π la sua somma otteniamo che la misura invariante è

πk =
λ0λ1λ2···λk−1
µ1µ2µ3···µk

Π
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