
X(t, ω) =
(∫ t

0

f(s)dWs

)
(ω)

‖fn − f‖L2(0,t) → 0, fn ∈ C1([0, t])

Xn(t) =

∫ t

0

fn(s)dWs = fn(t)Wt −
∫ t

0

Wsf
′
n(s)ds

E(|Xn(t)−Xm(t)|2) =

∫ t

0

|fn(s)− fm(s)|2ds = ‖fn − f‖2L2(0,t) → 0

Xn(t)→ X(t) in L2(Ω) e quindi anche in probabilità

P
(

max
0≤s≤t

|Xn(s)−Xm(s)| > ε
)
≤ 1

ε2
E(|Xn(t)−Xm(t)|2)→ 0

P
(
‖Xn(·)−Xm(·)‖

C([0,t])
> ε
)
→ 0

Esiste un Y (t) a traiettorie continue tale che

P
(
‖Xn(·)− Y (·)‖

C([0,t])
> ε
)
→ 0

|Xn(t)−Y (t)| ≤ ‖Xn−Y ‖C([0,t])
=⇒ (|Xn(t)−Y (t)| > ε) ⊂ (‖Xn−Y ‖C([0,t])

> ε)

Per ogni t, Xn(t)→ Y (t) in probabilità, da cuiX(t) = Y (t) quasi certamente.



Definiamo il processo

Xt = e(µ−
σ2

2
)t+σWt

Esso è u processo di diffusione con densità di probabilità di trensizione per
x, y > 0

pt(x, y) =
1√

2πσ2t y
e−

(
log( yx )−t

(
µ−σ2

2

))2

2σ2t

Essa è la soluzione fondamentale delle equazioni (di Kolmogorov) associate:

∂p

∂t
=

1

2
σ2x2

∂2p

∂x2
+ µx

∂p

∂x

∂p

∂t
=

1

2
σ2 ∂

2

∂y2
(y2p)− µ ∂

∂y
(yp) =

1

2
σ2y2

∂2p

∂y2
+ (2σ2 − µ)y

∂p

∂y
+ (σ2 − µ)p
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pt(i, j) =

{
0 j < i
(λt)j−i

(j−i)! e
−λt j ≥ i

pt(k) =
(λt)k

k!
e−λt

∂pt
∂t

(0) = −λ pt(0),
∂pt
∂t

(k) = −λ
(
pt(k)−pt(k−1)

)
k ≥ 1, p0(k) = δ0(k)

A =



−λ 0 0 · · · 0 0 · · ·
λ −λ 0 · · · 0 0 · · ·
0 λ −λ · · · 0 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · λ −λ · · ·
...

...
...

...
...

...
...


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eAt =



pt(0) 0 0 · · · 0 0 · · ·
pt(1) pt(0) 0 · · · 0 0 · · ·
pt(2) pt(1) pt(0) · · · 0 0 · · ·

...
...

...
...

...
...

...
pt(k) pt(k − 1) pt(k − 2) · · · pt(1) pt(0) · · ·

...
...

...
...

...
...

...


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