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Capitolo 1

Introduzione a1 Processi Stocastici

U = W N
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Capitolo 2

Processi Stocastici

1 Processi Gaussiani

I Processi Stocastici Gaussiani sono caratterizzati dalla proprieta che tutte le misure finito
dimensionali p € .# sono distribuzioni normali, in cui ¢ tradizione indicare la media con
la funzione m(t) := E(X;) e la funzione di covarianza con ¢(s,t) := E((X; — m(t))(X, —
m(s))). Dunque secondo questa definizione, I'n-esima misura finito dimensionale si scrive

COSI:
1 \" 1 1/ 4-1
o B ::/< ) 675<A (x=miq ..ty )y T—Mtq ..., t">dx
pnetn B = [\ 52 ) e

dove z € R", my, 1, = (m(t1),...,m(t,)), A=a;; = ¢(t;,t;) Vi,j=1...n.

La matrice di covarianza A deve avere rango massimo in questa notazione, altrimenti
non risulterebbe invertibile. Per evitare questo problema si preferisce usare la funzione
caratteristica

. . _l
gbtl .... tn(Z) — / el<2,1’> Htq,..., tn dx — €Z<mf1w-«,tnvz> 2<AZ:Z>
n

In questa maniera non si ha pitt la dipendenza da A~! e non serve dunque richiedere che
sia non degenere.

Esempio 1. Calcolare E((X; — X,)?).

Soluzione. Risulta

E((X, — X,)%) = o(t,t) = 20(s, t) + (m(t) — m(s))*.

Infatti
(Xi = X,)? = (Xp —m(t) +m(t) — (X —m(s)) —m(s))”

chiamando Y; = X; — m(t),Ys = X, — m(s) e sostituendo si ricava
(Y = Y+ m(t) —m(s))* = (Y = Yo)* + 2(m(t) — m(s)) (Y — Y5) + (m(t) — m(s))*
Ora, poiche

E(Y; = Yy) = E(Y;) = E(Y,) = m(t) —m(t) —m(s) +m(s) =0
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rimane solamente
E((X; — X,)?) = E((Y; — Y2)*) + 0+ (m(t) — m(s))* =

E(Yy = 2Y3Y, + X7) + (m(t) — m(s))* = @(t,t) — 2¢(s, 1) + (m(t) — m(s))*.

2 Processi di Markov

Definizione 2.1. Un processo di Markov ¢ un processo stocastico (X;) e una famiglia di
probabilita di transizione p(s,z;t, 1) tali che siano verificate le sequenti condizioni:

1. (s,x,t) = p(s,x;t,I) sia una funzione misurabile,
2. I — p(s,x;t,I) sia una misura di probabilita,

3. walga la sequente relazione di Chapman-Kolmogorov
pls.it. 1) = [ plsszind)ptr it 1),
R

5. E(1;(X,)| %) = p(s, Xo:t,I) (=E (1;(X,)|X,)), ove Fy = 0{X, : u < t}.

img07| pdf

Figura 2.1: Proprieta di transizione

L’ultima proprieta della definizione e sostanzialmente equivalente alla nota condizione
P(X; € I|Xs =2, X, =21,...,Xs, = x,) = P(X; € I| Xy = z) che il lettore trovera piu
consueta.

5. E(]-[(Xt”ﬁs) = P<Xt € ])|ﬁs) = P(Xt € ])IXS) = p(sts;ta ]) = E(]-I(Xt)|XS)

Si puo inoltre notare come nella definizione di processo di Markov non sia considerata
la famiglia .# di misure finito-dimensionali, che caratterizza (per il primo teorema di Kol-
mogorov) il processo stocastico. Vediamo quindi, a titolo esplicativo, come sia possibile
sfruttare la conoscenza delle probabilita di transizione per ricavare . .

Mty to, ..., tn<Il XX In) =
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= ]P’((th,...,th)Gll X"'X[n)

= P((Xpy,.. ., Xpp ) €L X x L1, Xy, €1,)

= / ]P)(th € In|th,1 = Tp_—1,y-.- ,th = Z)’Jl)]P)(th € dl‘l, e ,th71 € dCL’n_l)

11><--~><In_1

- / p(tn—la Tp—1; tn7 In)P(th S dxh L 7th,1 € dxn—l)

11><~~~><In_1

- / p(tn—17 Tp—1; tTL? In)p<tn—27 Tp—2; tn—la dxn—l)]P)(th S dIlJ s 7th72 € dxn—?)

11><~~~><In_1

Reiterando lo stesso procedimento otteniamo alla fine la seguente espressione:

Mty to, ..., tn(Il XX In) =
= / /P(Xo € dxo)p(0, xo; t1, dz1)p(ty, w135 te, dxe) . .. p(tn—1, Tn_1; tn, L)
rRJT
= / / P(Xo € dxo)p(0, xo; t1, daq)p(t, 15 t2, dxo) ... p(tn_1, Tn_1; tn, dx,)
RrRJIxI,

ove [ =1 x -+ x I,_1 e P(Xy € dzy) ¢ la distribuzione iniziale.

3 Relazione di Chapman-Kolmogorov per Processi di
Markov

4 Processo di Wiener
5 Brownian Bridge

6 Martingale
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Capitolo 3

Equazioni Differeziali Stocastiche
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Capitolo 4

Semigruppo e Integrale

- W N
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