Processi di Markov. Il processo stocastico (X;) & un processo di Markov
rispetto alla filtrazione (%) se

1. X, ¢ adattato alla filtrazione

2. P(X, el | %) =PX, el]|Xy).

P(X: €I|Xs)=st1(Xs)
sp1(x) =P(Xy € 1| Xy =) =p(s,x;t,1)

Il processo stocastico (X;) & un processo di Markov rispetto alla filtrazione
(F) se
1. X; e adattato alla filtrazione
2. esiste una famiglia di {p(s,z;t,I)} tali che
2a. fissato [ allora (s,x,t) — p(s,x;t,I) & boreliana
2b. fissato (s,x,t) allora I — p(s,z;t,I) & una misura di probabilita
2c. p(s,x;8,1) = 0,(I) =1;(x)
2d. vale Chapman-Kolmogorov

pls.oit D)= [ ploairds) plrzst D) s <<t
R

3. P(X, €1|.Z,)=0p(s, X,.t,1).

Definiamo per ogni ¢ boreliana e limitata di R {p € %)}

Usiip(z) = /Rs&(y) p(s, z;t, dy)

U risulta un operatore lineare da %, in %), e per la relazione di Chapman-
Kolmogorov con s < r < t risulta anche

Us,t = Us,rUr,t € Us,s =1

Nel caso in cui sussiste 'omogeneita nel tempo (p(s,z;¢,I) = p(0,x;t —
s, 1) = pi_s(x, 1)) allora possiamo definire

Up(x) = /R o(y) pi(z,dy)

con U5+t = USUt = UtUS (§] U() =1.




Consideriamo i rapporti incrementali (in s) per h > 0

_Us—h,t - Us,t _ Us—h,s - ]U Us+h,t - Us,t _ Us,s—i—h - IU
h h S,ty h h s+h,t

e supponendo che convergano allo stesso limite potremo definire 'operatore
(lineare)

. Usfhs_[ . Userh_[
A — 1 — = 1 P e
& =l =i
definito su un sottospazio lineare %, di Zy,. In tal caso avremmo anche
U, ,
8—’ = —A(s) Usy backward Kolmogorov equation
S

Nel caso omogeneo A non dipende da s e risulta

oU,
o AU

Sia . lo spazio delle misure (finite) su R; definiamo per u € .# 1'operatore

Visp(I) = /Rp(&x;t,f)/ub(dx)

Vi s risulta un operatore lineare da .# in .# con la proprieta (per Chapman-

Kolmogorov)
‘/t,s = ‘/t,r‘/r,m ‘/t,t =1

Nel caso omogeneo abbiamo

Vil = [ (oD n(an)
R
V; risulta un operatore lineare da .# in .# con la proprieta

Vies =ViVo = ViV, W=1

Anche in questo caso possiamo considerare i rapporti incrementali in ¢
per h >0
_‘/t—h,s - ‘/t,s V(t,t - h) -1

h = h V(t_ha S))

‘/t—l—h,s - ‘/t s ‘/t—i-h,t -1

)

. L Vis



e supponendo che convergano allo stesso limite potremo definire 'operatore
(lineare)

LVt =R~ Vi — 1
B#t) = fim ——— = = m == —

definito su un sottospazio lineare 2, di . In tal caso avremmo anche
Vs
ot

nota anche come equazione di Fokker-Planck.

= B(t) Vis forward Kolmogorov equation

Nel caso omogeneo B non dipende da t e risulta

v,
o BN

Possiamo considerare la forma bilineare definita su %), x #

() = | la) na)
Risulta
(Uso, 1) —/R/Rso(y) p(s,z;t,dy) p(dr) = (p, Vi)

Rispetto a questa forma bilineare abbiamo U}, = Vi, e A(t)* = B(t) (ed
anche U, ; = V%, e A(t) = B(t)"), e nel caso omogeneo

U=V, A*=B U=V A=B"

Formalmente possiamo scrivere la “backward Kolmogorov equation” come

[ o) Gopts.zitan) = ~ats) [ o) ts.aitean) = = [ o) Al st.a0) (@)

R
e quindi (scegliendo ¢ = 1)
opls, 1) = —A()pls, . )(2)

cioe p(s,z,t,I) nelle variabili s,z & soluzione della “backward Kolmogorov
equation”. In modo analogo si puo verificare che la stessa p(s,z,t,1) ma
nelle variabili ¢, I verifica I’equazione di Fokker-Planck.
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Nel caso di Wiener dove

(y—2)2

2(t—s) dy

it ) = | ——4—
p(svxa ) /I\/me

si verifica facilmente che A = B = $D? dove D? indica I'operatore derivata
seconda.



