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a distanza minima da X. Infatti, se per semplicitd poniamo Y = E(X | 9), allora, per
ogni Z € L*(D),

I1X - Z)2=E[(X - 2] =B[(X - Y +Y - 2)"] =
= B[(X — Y)2) +2E[(X - ")(Y — Z)]+E[(¥ - 2)*] =
=0
—E[(X - V)] +E[(Y - 2)*] = E[(X - Y)3 =X -YI|3

dove la disuguaglianza & anzi stretta, a meno che non sia Z = Y g.c. (il doppio prodotto
& uguale a 0 grazie alla (3.4), poiché W =71 — Z & @-misurabile). . .

Quindi, nel senso di L2, Y =E(X |D) ¢ la migliore approssimazione di X mediante
una v.a. D-misurabile.

Esempio 3.6 Se @ = {2, 0} ¢ la o -algebra banale, allora
E(X | 9) = E(X).

Infatti le sole v.a. @-misurabili sono le costanti e, se ¢ = EX | 9), a}lora 1? costante
¢ risulta determinata dalla relazione ¢ = E[E(X | D)] = EX ).. La nozione di §peranza
matematica appare quindi come un caso particolare di quella di speranza condizionale.

Esempio 3.7 Sia A € % un insieme di probabilita positiva e consideriamo la o -algebra
9 = (A, A¢, 2, 7). Allora E(X | D), che & 9-misurabile, & una v.a. reale costante su A

e su A¢. Dalla relazione
E[14E(X | 9)] = E(X14)

¢ dalla sua analoga per A€ si ricava facilmente che

P—(lA—)fAXdP su A

E(Xlgb)= c
iQ,#Smea!P su A°.

In particolare E(X | D) vale J X dP4 su A, dove P4 ¢ come nella Definizione 1.1 e
[ X dPye su AC.

Esempio 3.8 Sia B = (Q, %, (%), (B:), P) un moto browniano. Allorase s <7
E(B, | Fs) = B; q.c.

Infatti
E(B, | %) = E(B, — Bs | %) + E(Bs | %) = Bs

poiché B, — By & indipendente da %, ¢ centrata mentre B; & F;-misurabile.
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11 calcolo di una speranza condizionale ¢ un’operazione che ¢ spesso necessario fare ¢
che, talvolta, ¢ anzi I’obiettivo del ricercatore (vedi i paragrafi sul filtraggio, nell’ultimo
capitolo). Vediamo ora due osservazioni che possono essere di aiuto a questo scopo.

Osservazione. Talvolta si deve calcolare la speranza condizionale di una v.a. X rispetto
auna o-algebra @ ottenuta completando una o -algebra %q con I’aggiunta della famiglia
N degli eventi trascurabili di una o -algebra piti grande, F per esempio. E utile osservare
che si ha .

E(X |9)=EX |20 q.c

Cid ¢ una conseguenza del fatto che un evento D appartiene a 9 se ¢ solo se esiste un
evento Dy € % che differisce da D solo per un evento trascurabile di %. Dunque la v.a.
E(X | 90) ¢ @ misurabile e, per ogni D € P si ha

E(1pE(X | D0)) = E(1p,E(X | D0)) = E(X1py) = E(X1p)

Siano # una o-algebra ¢ X una v.a. {-misurabile. Se Z ¢ una v.a. indipendente da %,
sappiamo che, se X ¢ Z sono integrabili,

(3.5) E(XZ | #) = XE(Z).

Questa formula € un caso particolare del lemma seguente, che ¢ spesso molto utile.

Lemma 3.9 Siano (2, &, P) uno spazio di probabilita, (E,€) uno spazio misurabile, 4
e ¥ sotto-o -algebre di & tra loro indipendenti.

Siano X una v.a. ¥-misurabile a valori in (E,€) e ¥ (x, ) una funzione su E x €2,
€ ® G-misurabile e tale che w — V(X (w), w) sia integrabile. Allora

(3.6) E(y(X,) | %) = P(X).

dove @ (x) = E[v¥ (x, -)].

Dimostrazione. Supponiamo dapprima v della forma ¥ (x, w) = f(x)Z(w), dove Z &
%-misurabile. In questo caso ®(x) = f(x)E(Z) ¢ la (3.6) non ¢ altro che la (3.5). 1
lemma ¢ quindi provato per delle funzioni ¥ della forma sopradescritta e, naturalmente,
per le loro combinazioni lineari. Si passa al caso generale con il Teorema 0.12.

Esempio 3.10 Siano B un moto browniano m-dimensionale ¢ f:R” — R una funzione
boreliana limitata. Sia s < 7. Quanto vale E(f(B;) | %) ?

Basta applicare il Lemma 3.9 alla funzione ¥ (x, w) = f(x + B;(®) — B;(w)), con
% =0(B; — B;), # =%F;. Poiché x + B, — By ~ N(x, (t —s)I),siha

T 7
®(x) =E[f(x + B, — By)] = [3,,(,__1;)]—75 /f(” CXP[_g(z j;)]dy'
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Processi di Markov

5.1 Definizioni e generalita

Definizione 5.1 Sia (E,€) uno spazio misurabile; una funzione di transizione marko-
viana su (E,€) é una funzione p(s,t,x, A), doves,t,e R, s <t,x e E, A € ¢, tale
che
i) pers,t, A fissatix — p(s,t,x, A) &€ €-misurabile;
iI) pers,t,x fissati p(s,t,x, ) & una legge di probabilita su (E,€);
iii) p soddista all’equazione di Chapman-Kolmogorov

(5.1) pls,t,x, A) = / pu,t,y, A) p(s,u,x,dy)
E

perognis <u <t.
Sidice che p(s, t, x, A) & una funzione di transizione se la ii) viene sostituita da
ii’) pers,t,x, fissati p(s,t,x, ) é una misura su (E,€) di massa totale < 1.

Definizione 5.2 Date su (E,§) una funzione di transizione markoviana p e una legge
di probabilita ju, si dice processo di Markov associato a p, di istante iniziale u e di legge
iniziale ., un processo X = (2, F, (F)r>u, (Xt)isu, P) a valori in (E, 6) tale che

a) X, halegge v.

b) P(X; € A | Fs)=p(s,t,Xs, A) g.c. perognit > s > u.

Quando la filtrazione (%;), non viene precisata s’intende, al solito, che si tratta della
filtrazione naturale.
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Esempio 5.3 Se E =R", ¢ =%(R") ¢ poniamo

1 x —yI?
T TN . M 11108 GUR =BT b~y d ]
(5.2) Pl %, A) = o /ACXP[ 2(1»—.&‘)] d

allora p & una funzione di transizione markoviana: p(s, ¢, x, -) ¢ unalegge N (x, (t—s)1 ):
L’equazione di Chapman-Kolmogorov ¢ facilmente verificata per le proprieta delle leggi
normali rispetto al prodotto di convoluzione: s¢ A € BIR™),

/p(u, t,y,A) p(s,u,x,dy) =

1 e — 2 N W ... of P
::/{anu_«umﬂe“{‘20v~ﬂ}dyf;@ﬂa~4owﬂe“{ 2=
1 Ix — y? 1 = zf? |
= /;de “{27r(1! i S)Jm/?_ exp[— 2(u — S‘)] {ZJT(I i u))m/’Z eXp[ 2(t — U)] ’ ‘

¢ basta ora riconoscere nell’integrale interno dell’ultimo membro il prodott(? .di convolu-
zione diunalegge N (x, (t —u)!) conuna N (0, (u —s)1), il cui risultato (vedi il paragrafo
0.7) ¢ una legge N(x, (t — s)I), ciog p(s,t,x,-).

L’Esempio 3.10 mostra che la b) della Definizione 5.2.¢ soddisfatta per un moto brownia-
no, rispetto alla funzione di transizione markoviana data dalla (5.2). Dunque il moto
browniano & il nostro primo esempio di processo di Markov.

Osservazioni 1) Una immediata applicazione del Teorema 0.11 implica che, per ogni ‘g
funzione misurabile limitata f : E — R e perogni s < ¢, I’applicazione

(5.3) xe/f@mmnm@)
E

¢ misurabile.
2) Per il punto b) della Definizione 5.2 si ha

P(X, e A| X)) =EBPX, € A|F) | Xs) =B(p(s, 1, X, A) | X5) =p(s,t, X, A)

Intuitivamente, ciog, la conoscenza di tutta la traiettoria del processo fino al tempo s 0
solo della posizione al tempo s danno le stesse informazioni sullo stato del processo a
un tempo £, ¢ > s. La b) della Definizione 5.2 si chiama la proprieta di Mark?v. .

3) La Definizione 5.2 permette di determinare le distribuzioni di dimensione finita |
di un processo di Markov. Siano infatti t > u, Ao, A1 € é; poiché X, ha legge

P(X, € A1, Xy € Ao) = B[4, (X)140(Xi)] = E[Lao (X)BE[14, (X0) | Fu]] =

=E1ayXu)pu,t, Xu, A1) = [ pdx)pu,t, x, A1).
Ag
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Per induzione su m si ottiene facilmente, perogniu <] < ... < fy,

P<)(ll € A07 Xll € A17 =y XI,,, € Alﬂ) =

= / ,LL(de) p(u:rlaandxl)/ / P(fn—l,fn, xn——lvdxn)-
AO A1 AZ Au

A priori quindi le distribuzioni di dimensione finita dipendono solo da ¢ e da p. In
particolare due processi di Markov associati alla stessa funzione di transizione ed aventi
ugualiI’istante ¢ 1a distribuzione iniziale sono equivalenti. Mostriamo ora che se £ & uno
spazio metrico completo munito della o--algebra B (E) e p & una funzione di transizione
markoviana su (£, B(E)), esiste sempre un processo di Markov associato a p di istante
iniziale u e dilegge iniziale 1, qualunque siano u e 4. Si trattera di un’altra applicazione
del Teorema 1.14 di Kolmogorov.

Poniamo = ER"; un elemento w ¢ Q ¢ dunque un’applicazione R* — E. De-
finiamo X; : & — FE mediante X;(w) = w (), t = 0epoi F} = (X5, u <5 <1),
# = &,. Definiamo un sistema di distribuzioni di dimensione finita ponendo per
T={0=t<t{<...<ty), Ap, A1,..., Ay e B(E),

yJT(AO, A17 "'aAm) =
= / /’L(dXO) P(“, tl,xo,dxl) / / P(tm—l, Ims Xm—1, dxm)-
Ag A Az m

(5.4)

(5.5)

L’equazione di Chapman-Kolmogorov (5.1) implica facilmente che il sistema (), di
distribuzioni di dimensione finita verifica la Condizione 1.13 di coerenza.

Esiste quindi una unica probabilita P su (€2, %) di cui le y, sono le distribuzioni
di dimensione finita. Resta da verificare che (2, %, (F/), (X)r, P) & un processo di
Markov di legge iniziale © e associato a p.

La a) della Definizione 5.2 ¢ immediata. La verifica di b) ¢ un po’ pit laboriosa;
occorre mostrare che se D € &}, allora

(5.6) / 1{X,eA}dP:/ pls, 1, Xy AYdP.
D D
Bastera (vedi Esercizio 3.1) provare la relazione per un insieme D della forma
D = {XIO € BO, cen gy X[“ S B”}

dove u =19 < 1 < ... < t, = s, poiché per definizione gli eventi di questa forma
generano ¥ e formano una classe stabile per I’intersezione finita. Il termine a sinistra
nella (5.6) vale allora

P(DN{X, € A) =P(X;, € Bo, ..., X, € By, X; € A) =

= / ,u(dyo)/ ce / P(tn—la Lny Yn—1, dyn) / p(tn’ L Yn, dy) ==
By B B, A

= / //L(dyO) / .. / p(tn—h Tns Yn—1, dyn)p(tn’ I, Yns A)
B() Bl Bu
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La (5.6) ¢ dunque verificata s mostriamo che, per ogni f : E — R misurabile limitata,

/ M(dYO)f .. / f(Yn)p(tl1—1: Ins Yn—1» dyy) =
B() B] Bn

& / f(X,)dP.
{Xig€Bos.--+ Xy, €Bu)

A questo scopo, a sua volta, grazie al Teorema 0.11, sara sufficiente dimostrare 1a (5.7)
per f = 1p, B € B(E). Ponendo B’ = B, N B, 1a (5.7) diventa

(5.7

/ ,U«(d)’o) P(IO, 11, Y0, d}’) s / p(tn—l, Iny Yn—1» dyn) =
By By B’

.....

che & vera per come P & stata definita.

Quindi (2, F, (F iz, Xe)rzus P) & un processo che soddisfa alle condizioni a) e b)

della Definizione 5.2. .
La legge P appena costruita dipende naturalmente, oltre che da p, da p e da u ¢ verra

indicata con P##. Se p = 8, si scriverd P** invece di P, .
Riprendendo il procedimento di costruzione, abbiamo mostrato che, se £ € uno spazio

metrico completo, allora esistono o o .
a) uno spazio misurabile (€, %) munito di una famiglia di filtrazioni (F});=s, tali
che @f,’ CHF ses = st <t o . ‘
b) una famiglia di v.a. X; : Q — E tali che w — X, (@) sia &;-misurabile per ogni

s <t. ‘ .
¢) una famiglia di probabilita (P*%) ek ser+ su (£2, %) tali che, per ogni x, s,

(5.8) PP (Xy=x)=1
(5.9 P*S(X,pn € A|F) = p(t,t +h, X, A) P*¥q.c.

Inoltre per ogni I' € o(Xy,u = 5) Papplicazione x — P**(I") & misurabile (vedi
Esercizio 5.1).

Definizione 5.4 Una famiglia di processi (€2, F, (F)rmsr (Xdis (P'“)X,s) che soddisfi
ad a), b), ¢) si dice una realizzazione del processo di Markov associato a p.

Indicheremo con E¥* la speranza calcolata rispetto a P*+*. Poniamo % = o (X, B &
1); attenzione a non confondere le due filtrazioni (%4}); ¢ (F}), che giocano ruo}‘x dwuil.
Riprendendo I’espressione delle distribuzioni di dimensione finita (5.5), osserviamo che
si ha

P (X, e A) =P (X; € E, X € A) = p(s, t,x, A).
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La proprieta di Markov (5.9) si pud quindi scrivere
P (X, ih € A|F) =PX (X, pe A)  P*-qec.
L’espressione PX/ (X, ), e A), pud inizialmente creare confusione. Si tratta perod sem-

plicemente della composizione della funzione x — P¥/ (X, € A) conlav.a. X;.

Se f : E — R ¢ misurabile limitata la (5.9) e una semplice applicazione del Teorema
0.11 danno

G10) B X 1971 = / pt, 14+ h, X0, dy) £ (9) = EXC L (X)),

Se¢ p ¢ una funzione di transizione, ad essa si pud sempre associare una funzione di
transizione markoviana p nel modo seguente. Sia £ = E U {8} lo spazio topologico
ottenuto aggiungendo ad E un punto isolato § ¢ poniamo
pls,t,x, A) = p(s,t,x, A)
pls,t,x, {8} =1-p(s,t,x, E)
ps,1,68,B) =15(8)

sc A € B(E)

per ogni B € B(E).

E facile verificare che j & una funzione di transizione markoviana su E. Una probabilita
i su E si prolunga immediatamente a una probabilita su £ ponendo p({8}) = 0.

Definizione 5.5 Data una funzione di transizione p, una legge di probabilita (. su
(E,B(E)) eu € R* siintende per processo di Markov associato a p di legge ini-
ziale ju e istante iniziale u il processo di Markov associato a p su E avente lo stesso
istante iniziale e per legge iniziale il prolungamento naturale di . a B(E).

Lo stato § ha un ruolo particolare: poiché p(s, ¢, d, {§}) = 1, una volta che il processo
entra in §, poi vi resta definitivamente. La variabile aleatoria

¢ (w) = inf{t; X (w) = 6}

si chiama tempo di morte (o di esplosione). Se il processo X ¢ continuo a destra, per la
Proposizione 1.11 ¢ € un tempo d’arresto (non € altro che il tempo d’ingresso nello stato
terminale §).

Nel resto di questo capitolo X = (2, F, (F)i>s, (Xi)is0, (P¥*)x,s) indichera la realiz-
zazione di un processo di Markov associato alla funzione di transizione p.

La (5.10) permette di calcolare la speranza condizionale di una v.a., f(X,qs), che
dipende dalla posizione del processo a un istante, 7 4 h, fissato. Talvolta invece & neces-
sario calcolare la speranza condizionale EX* (Y | &), dove ¥ ¢ una v.a. che dipende,
eventualmente, da tutta la traiettoria del processo dopo il tempo ¢. La proposizione
scguente fornisce una formula utile. La sua dimostrazione ¢ la solita applicazione del
Teorema 0.11.
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Proposizione 5.6 SiaY una v.a.r. g, misurabile limitata. Allora
(5.11) EXS(Y | F)) = EXol(Y) P*S-gec.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima Y della forma AXy) - fnX 1) doves <t <
<ty_1 <tw<te fi,..., fin SONO funzioni misurabili limitate. Se m = 1 allora la
nm— — 3 £

‘(5.11) si riduce alla (5.10). Supponiamo la (5.15) vera per Y come sopra ¢ per m — 1.
Allora, intercalando un condizionamento rispetto a &,

B[ (X)) o S (X)) 1 F] = ‘
= Ex‘s[fl (XI[) ey fm——l(XI,H—l)Ex’S[fm (Xr,,,) l @f’”_l] | %;] B
=BV [AK) - -1 (X, ) V5]

dove frm_1(x) = fuo1(x) - BXm=1[ fn(X,,)]; per I’ipotesi d’induzione

Ex,.\'[fl (Xrl) . fm(X,m) | g?‘;] = Exl,f[fl (Xrl) s f’m——l(Xl,,,_l)] e
- EX"’[f1 Xy)--- fm—l(Xt,,,_l)fm Xi))]

Si passa al caso generale mediante il Teorema 0.11.

Se la funzione di transizione p dipende da s e f solo come funzione di f — s, si dice che p

i i ’ i istribuzioni
& omogenea nel tempo. In questo €aso sl ha, ricordando ’espressione delle distr

di dimensione finita,

B[ (Xiys) -« e Kpr)] = EVOLAK ) - S (X))

Quindi conviene porre p(t, x, A) = p(0,1,x, A), ¥ = JP?, p* = P*9 ¢ considerare come
realizzazione X = (2. F, (F)r, (X)r, (P¥)x)- L’equazione di Chapman-Kolmogorov

diviene, per 0 < s <,
pt,x, A) = / p(t —s,y, A)p(s, x,dy).

La funzione di transizione dell’Esempio 5.3 ¢ omogenea nel tempo.

Osservazione. L’equazione di Chapman-Kolmogorov € una conseguenza della pr'(xpf‘xctzf
di Markov. Pili precisamente sia X = (2, F\ (Frnsy (X1, (PF)45) una famlgh'a di
processi stocastici tale che X, = x P¥*-q.c. per ogni x, s esia p(s, 1, ¥, A) una funzlgnc‘
che soddisfi le condizioni i) e ii) della Definizione 5.1. Allora, s¢ per ogni x € L ¢
s <u=<t,

P (X, € A Fy) = plss 1, Xu, A),
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necessariamente p soddisfa all’equazione di Chapman-Kolmogorov (5.1) e X ¢ una
realizzazione del processo di Markov associato a p.

Infatti dapprima ponendo « = s nella relazione precedente si ottiene che p(s, t,x,-) &
lalegge di X, rispetto a P**. Infine, se s <u <1,

pls.t,x, A) =P (X, € A) = B [P*5(X, e A | F)] =

=E"pu,t, Xy, A)] = / plu,t,y, A)p(s,u,x,dy).
E

5.2 Le proprieta di Feller e di Markov forte

Supporremo d’ora in avanti che E sia uno spazio metrico ¢ che € = B(£E).

Definizione 5.7 Si dice che una funzione di transizione p gode della proprieta di Feller
se, per ogni h > 0 fissato e per ogni funzione f continua e limitata su E, la funzione

(t,z)—>/ SOp.t+h,z,dy)
E

écontinua. Diremo che X é di Feller se la sua funzione di transizione gode della proprieta
di Feller.

Definizione 5.8 Unav.a. positivar sidiceuns-tempod’arrestoset > sese{t <t} e F
perognit > s.

Porremo &F{ = {A € &L ; An{r <t} € & per ogni t}.

Definizione 5.9 Diremo che X &édi Markov forte, o anche che é fortemente Markoviano,
seperognix € E e A € B(E), per ogni s > 0 e per ogni s~-tempo d’arresto finito t

(5.12) P Xpgr € A FY) = p(T, 1+ 7, Xr, A).

E chiaro chese t = h > 0 la (5.12) si riduce alla proprieta di Markov solita (5.9). La
(5.12) ¢ naturalmente equivalente alla

(5.13) EX[f (Xego) | 0};]:/ p(t, 147, Xe, dy) f(¥)
E

per ogni f boreliana limitata, grazie al solito Teorema 0.11.

Teorema 5.10 Supponiamo X continuo a destra e di Feller. Allora é di Markov forte.
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Dimostrazione. Poiché X & continuo a destra, esso & progressivamente misuTabile e
dunque, per la Proposizione 1.9, X e p(r,1 +7, X, A) sono v.a. F-misurabili. Resta
da dimostrare che se I' € %% allora per ogni A € B(E)

P** ({Xr4e € A}NT) =E*(p(r. 1 + 7, Xz, A1)

Cominciamo col supporre che T assuma un insieme numerabile di valori {t;};. Allora

PO ((Xie € AJAT) = S P ((Xrr € A}NT Nz = 1)) =
J

=Y P ((Xeay € AT O {T = 1))
J

Poiché ' N {r =1} € @fj, per la proprieta di Markov (5.9),
Px'x({XH—t € A} n F) = ZEX’X[lrn(rmj}P([j, r+ tjs le1 A)] =

J
=B (p(r,t + 1, X¢, A)1p).

Siaora  un s-tempo d’arresto finito qualunque. Peril Lemma 2.16 esiste una successione.:
(ty)n di s-tempi d’arresto finiti, che assumono ciascuno un insieme numerabile di valori
¢ decrescente a 7. In particolare quindi % D F;. La proprieta di .Mjcll‘kOV forte gia
provata per 1, ¢ il Teorema 0.11 garantiscono che, se¢ f ¢ continua e limitata su B,

B (i) 1921 = [ FOIPG 4500 X ).
In particolare se I' € &5 C %3,
B ) 16) =B 1 [ FOIPEnt 450 X))
Per la continuita a destra delle traicttorie ¢ la proprieta di Feller
[ 1Ot X [ 104w X0

Poiché per il Teorema di Lebesgue si ha EXS[f (X420 1r] > E*S[f(Xi4o)1r] per
n — oo, abbiamo ottenuto che, per ogni funzione f continua limitata

B o)t =B [1r [ FOIp(et 47 Xes )]
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Usando il Teorema 0.12, la relazione precedente & vera per ogni funzione f boreliana
limitata ¢ si ha la tesi.

Osservazione. Le ipotesi di continuita a destra e di Feller non intervengono nella prima
parte della dimostrazione del Teorema 5.12. Quindila proprieta di Markov forte ¢ sempre
vera quando T assume solo un insieme numerabile di valori.

Abbiamo gia visto (Proposizione 3.14) che per un moto browniano ¢ sempre possibile
mettersi in una condizione in cui la filtrazione ¢ continua a destra. Ci0 & vero anche
per i processi di Feller continui a destra. Poniamo %, = (.o F/ 10> G = oa0 Gise
(ricordiamo che 4} = o (X,,s <u <1t)).

Teorema 5.11 Se X = (2, &, (F))12s, (X)1, P**)xs) € un processo di Markov conti-
nuo a destra e di Feller allora (2, F, (¥} )r=s, (X1)r, (P**)x5) € ancora un processo di
Markov associato alla stessa funzione di transizione.

Dimostrazione. Si tratta di provare Ja proprietd di Markov

(5.14) E[f (Xpan) | T2, ] = /E FOIP(,t 4k, Xpy dy)

dove f sipud supporre continua ¢ limitatasu £. Una applicazione diroutine del Teorema
0.12 permette infatti di estendere questa relazione a tutte le funzioni f boreliane limitate.
Per ogni & > 0 si ha

E*[f (Xtth+e) | %f+s = / FOpt+e,t+h+e Xiye,dy)
E

e condizionando ambo i membri rispetto a %], che ¢ contenuta in %}

EXf (Xrihe) | Fp] =E* [/ FO)pt+e,t +h+te, Xite,dy) ‘9;/‘+]
E

Poiché le traiettorie sono continue a destra f (X, y4e) = f(Xi45) q.c. pere — 0+. Per
il Teorema di Lebesgue per le speranze condizionali (Proposizione 3.4 c)), il termine di
sinistra converge a EX*[ f(X;44) | 9}, ] €, grazie alla proprieta di Feller, quello di destra
a

EX.S[/ f(y)P(t,t+h,Xf,dy)|%,‘+] =/ FfOp@, t+h, X, dy),
E E
dato che X, & %, -misurabile.

Proposizione 5.12 (Legge0-1 di Blumenthal) Sia X di Feller e continuo a destra. Allora
la o-algebra G} ¢ triviale, cioé se A € G5, P**(A) puo assumere unicamente i valori
0ol.
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Dimostrazione. Per il teorema precedente X ¢ un processo di Markov rispetto alla filtra-
zione (%], ),>s. Poiché¢ G5, c &}, se A €], per la Proposizione 5.6 con s =1,

1n =B (1a | F5,) =B (15) qe.

poiché X; = x P**-q.c. Dunque E**(1,) puo assumere al pitt i valori 0 o 1.

5.3 Processi canonici

Spesso lo spazio €2, su cui un processo di Markov ¢ definito, ¢ uno spazio di traiettorie,
cioé w e §2 & un’applicazione da R in E e il processo & definito da X, (@) = w(?). E
il caso, ad esempio, del processo costruito con il Teorema di Kolmogorov, per il quale
Q = ER*; per i processi che considereremo spesso sara Q = €(R*, R™). Diremo, in
questo caso, che il processo di Markov € canonico.

In questo caso si pud definire, per ogni t € R, ’applicazione 0, : Q —  mediante

Bw(s) =w(t +5).
Le applicazioni 6, si chiamano gli operatori di traslazione ¢ vale la relazione
X (Ow) = X; 06 (w) = X35 (w).
Gli operatori di traslazione permettono di dare delle formulazioni delle proprieta di
Markov e di Markov forte che sono pit pratiche nei calcoli concreti. Nonostante una

certa difficolta iniziale per familiarizzarsi con queste notazioni, spesso si tratta del solo
modo di risolvere in maniera semplice e rigorosa dei calcoli altrimenti problematici.

Figura 5.1 La traiettoria a puntini € ottenuta applicando la traslazione 8, a quella a tratto
pieno.

Poiché X 0 6, = X,,, ogni v.a. Y 4!_-misurabile & della forma ¥ = Y o6, con Y
g 00
49, -misurabile. La (5.11) ad esempio diviene

(5.195) E* (Y o0, | F)=E¥*(¥o6) P*q.c
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per ogni v.a. ¥ % -misurabile limitata.

Seo : Q- R U {400} & una v.a., si puo definire, su Q, = {0 < 400}, ’operatore di
traslazione 8, mediante
Os0)(t) = w(t + 0 (w)).

La proprieta di Markov forte (5.13) allora si pud scrivere
EX(f(X0) 0 0: | F7) = EX"(£(X)) 0 6;)

per og’ni.f = 0. COI:l argomenti simili a quelli della Proposizione 5.6 (ma che richiedono
un po’ pit di attenzione) si ottiene il seguente risultato simile (Vedi, ad esempio, [DM87]
capitolo XIV per una dimostrazione).

Proposmone 5.13 Se X é un processo di Markov canonico fortemente markoviano e
ont.muo a dest’ra, allora per ogni v.a. reale Y 99, -misurabile limitata o positiva e per
ogni s-tempo d’arresto finito t

(5.16) E“(Y o0, | F) = BEX="(Y 0 6,).

Una versione ancora piit utile della proprieta di Markov forte ¢ la seguente.

Proposmone S.14 Sia X ¢ un processo di Markov canonico fortemente markoviano e
continuo a destra. Siano F : R* x Q — R una funzione B(R*) @ 4%, -misurabile e T
un s-tempo d’arresto finito. Allora

E*[F(6:-, 1) | ] = G(X,, 1)

dove G(z,t) = E*'[F (0., n].

Dimostrazione. Praticamente identica a quella del Lemma 3.9: se F & della forma
F(t,w) = g(t)Y (), con g boreliana su R+ ¢ ¥ %49, -misurabile, allora, per la Pro-
posizione 5.13,

ES[F (O, 1) | Fo] = g()E™[Y 06, | F:] = g(r)EXT[Y 0 6]
mentre G(z,t) = g(t)EZ't [Y 06:]. La proposizione & dunque provata per le funzioni di
gulezsta forma e loro combinazioni lineari. Si passa al caso generale con il solito Teorema

Se X ¢ omogeneo nel tempo la proprieta di Markov forte (5.12) diviene

Px(Xr—{—r €A|F) = p, X., A)
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ovvero se f & boreliana limitata
(5.17) E[f(Xi42) | F] = f p(t, Xz, dy) f () = EX*[f (XD)].
E

Le due Proposizioni 5.13 ¢ 5.14 si possono formulare, nel caso omogeneo nel modo
seguente.
Proposizione 5.15 Se X & un processo di Markov canonico fortemente markoviano,

. 0 . .
omogeneo nel tempo e continuo a destra, allora per ogni v.a. reale Y 49, -misurabile
limitata e ogni tempo d’arresto finito T

(5.18) EX[Y 00, | F:] = BX:[Y].

Inoltre, se F 1 RT x Q — R & una funzione B(R+) @ 4%, -misurabile limitata 0 positiva,

allora ;
E*[F (-, 1) | F] = G(X:, T)

dove G(z,t) = E*}[F(-, D]

Esempio 5.16 Ritorniamo al principio di riflessione, Pr_opo‘siz.ione .2.17 di cui (}z'arem(\)
un’altra dimostrazione, che spiega il termine “‘principio di riflessione’”. Se 1 .1de:a €
semplice, d’altra parte la sua realizzazione rigorosa richiede 1’uso della proprieta di
Markov forte in una delle versioni di questo paragrafo.

Figura 5.2 Dopo il tempo 7, le due traiettorie del moto brownigpg, ,quel_la a linea piepa ela
sua simmetrica rispetto ad a, a puntini, “‘hanno la stessa probabilita’’. Di queste una si trova
al di sopra di a al tempo T, I"altra al di sotto.

Sia X = (2, F, (F)r, (X0)r, PF)x) la realizzazione canonica di un moto browniano
¢ indichiamo ancora con 1, il tempo di passaggio per a > 0, si ha chiaramente

POz, <1) =P(za <1, X, > a) + PO(wa <, X; < ).
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L’intuizione, vedi la Figura 5.2, suggerisce che le due quantita a destra siano uguali, per
cui si avrebbe subito, poiché {z, <t} D {X; > a}
PO%y, < 8) =2P%%, <t X, » a) = 2PU(X, > a).

Vediamo di rendere rigorosa questa intuizione. Si ha
P(ta <1, X; < @) = B[l lx,>a)]-

Ma se 74(w) < t, allora X, (w) = X;_, (6r,w), dato che la posizione della traiettoria w
al tempo ¢ coincide con quella di 0;, w al tempo ¢ — 7,. Dunque, condizionando rispetto
a%.,

PO(Ta <t,X; <a)= Eo[l{TﬂSl}l{X/—m>a}(91:,,')] — Eo[l{rnsr}G(Xr“, Ta)]

dove G(x,s) = BE[1ix,_,>a)] = P*(X,—s > a). Poiché X;, = a q.c. su{r, <t}e
G(a,s)=Pi(X,_y >a)= % per ogni s < t, possiamo concludere che

Pty <1, X; <a) = 3 POz, < 1).

Per gli operatori di traslazione valgono alcune formule, all’apparenza un po’ esoteriche,
ma particolarmente utili. Supponiamo il processo continuo (cio¢ che 2 sia uno spazio di
traiettorie continue). Sia o un tempo d’arresto e indichiamo con 74 il tempo d’ingresso
nell’insieme chiuso A C E. Allora la v.a. p definita da p = 400 su {o = +oc0} e da

(5.19) pP=0+T4004

su {o < +o0}, ¢ un tempo d’arresto e, piu precisamente, & il primo tempo d’ingresso in
A dopo il tempo o. E chiaro infatti che 74 (6, w) ¢ il tempo che impiega la traiettoria w,
dopo il tempo o, prima di entrare in A. In particolare, se B D A ¢ o = 7p, allora

(520) TA=Tp+ T4 091-”.

Infatti il primo tempo d’ingresso in A ¢ necessariamente successivo al primo tempo
d’ingresso in B ¢ 74 (fr, @) ¢ il tempo che trascorre tra I’ingresso in B e ’ingresso in A.
Piu in generale, se o ¢ T sono tempi d’arresto, ¢ un tempo d’arresto la v.a.

p=0+T00,

(con la solita convenzione p = +00 se ¢ = +00), anche se non ¢ possibile ora dare a p
un significato intuitivo come per la (5.19). In generale, se o € 7 sono q.c. finiti, anche
p € q.c. finito e si ha la relazione

(5.21) : X, = X: 06,
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a ben vedere anch’essa abbastanza intuitiva.

Un esempio tipico di applicazione di queste formule ¢ il seguente. Se A ¢ B, allora la
relazione X, = X, o0, € la Proposizione 5.15 applicata alla v.a. ¥ = f(X.,) danno,
supponendo che t4 ¢ tp siano entrambi finiti,

(5.22) E[f(Xe ) | F ] =E [ f(Xz) 06ry | Fry] = Exfﬂ[f(XrA)].
Dunque
(5.23) E*[f(X<,)] = B [EX= [ £ (X))

Nell’Esercizio 5.5 viene sviluppata un’applicazione interessante di questa relazione.

5.4 Semigruppo associato a una funzione di transizione, diffusioni

Sia p una funzione di transizione, che per ora supporremo omogenea nel tempo. A p
si puo associare la famiglia di operatori (7}),>0 definita su M (E) (funzioni boreliane
limitate su £) da

156 = [ FO)piex.dy).
Se X ¢ una realizzazione del processo di Markov associato a p si ha anche
(5.24) T f (x) = E*[f (X))].
Per I’equazione di Chapman-Kolmogorov si ha
I, T, = Ts4,

cio¢ la famiglia di operatori (7;), ¢ un semigruppo. Se per di piu p ¢ di Feller, 7; opera
anche su Cp, cioe T, f € Cp se f € Cp f. Se f € M (E) poniamo, se il limite esiste,

(5.25) AFG) = lim < [T,7(0) — ()]
r—0+ 1

Indichiamo con @(A) I'insieme delle funzioni f € M, (E) per le quali il limite in (5.25)
esiste per ogni x. L’operatore A € definito per f € 9(A) e si chiama il generatore
infinitesimale del semigruppo (7;); o del processo di Markov X.

In questo paragrafo vedremo alcune proprieta dell’operatore A e caratterizzeremo una
classe importante di processi di Markov imponendo delle condizioni su A. Supporremo
d’ora in avanti che E sia un aperto D c R"™.
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Quanto detto finora si puo ripetere con ovvi mutamenti quando p non sia omogenea nel
tempo. In questo caso definiremo la famiglia di operatori (7)<, mediante

Ty f () = f FO) pls, 1, %, dy) = ES£(X))]
e naturalmente, per s < u < ¢, I’equazione di Chapman-Kolmogorov diviene
Ts,r = Ts,uTu.r-

Invece dell’operatore A bisognera considerare la famiglia di operatori (A,), definita,
quando I’espressione ha senso, da

.1
Asf(x) = 171_13&_ 7 Hsstnf () = ()]

Diremo che il generatore infinitesimale A ¢ locale quando il valore di Af (x) dipende
solo dal comportamento di f in un intorno di x. Ciog se, date due funzioni f, g che
coincidono in un intorno di x, allora se Af(x) & definito, anche Ag(x) ¢ definito e
Af(x) = Ag(x).

Proposizione 5.17 Sia Bp(x) la sfera di raggio R e centro x e supponiamo che per ogni
x e DeR >0 siabbia

.1
5.26 - Y=
( ) hg%l+hp(tst+hvxaBR(x) )_O

Allora A, é locale.
Dimostrazione. Sia f € B(A), allora

1
7 T @) = 7] =3 [170) = @101+, x,d) =

1
:E/B ( )[f()’)*-f(X)]P(t,t+h,x,dy)+%/ [f) = fFx)]p@,t+h,x,dy).
RX Bfe
Poiché
L 1
]_1[ /BR(A‘)E[f()’) = fx)]p(, ¢ +/1,x,dy)‘ < A 20 f loop(t, t +h, x, BR(x)°)
si conclude che dei due limiti
.1 o
,,I_L%Er E/[f(J’)—f(X)]P(I‘, t+h,x,dy), /11_15&/7 BR(x[)f(y)—f(x)]p(t, t+h,x,dy)

I'uno esiste se e solo se esiste I’altro; inoltre A, f (x) non dipende dai valori di f al di
fuori di Bg(x), per ogni R > 0.

L’operatore A soddisfa al principio del massimo nella forma seguente:
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Proposizione 5.18 (Principio del massimo). Se f € B(A) e x & un punto di massimo
per f tale che f(x) > 0, allora Af (x) < 0. Se per di pii p & una funzione di transizione
markoviana, I'ipotesi f (x) > 0 puo essere eliminata.

Dimostrazione.
T f(x) = f £GP x, dy) S/f(x)p(t,x,dy) — P, xR < £()

e dunque 1 [T; f(x) — £ (x)] < O per ogni s > 0.
Se A @ locale, il principio del massimo prende la forma seguente. La dimostrazione €

abbastanza ovvia.

Proposizione 5.19 Se A ¢ Jocale, allorase f € 9 (A) ex & un punto di massimo relativo
per f con f(x) > 0, allora Af (x) < 0. Se per di pitt p & una funzione di transizione
markoviana, I’ipotesi f(x) > 0 puo essere eliminata.

Se E = R™, la proposizione seguente fornisce un modo per calcolare il generatore A,
almeno per una certa classe di funzioni.

Proposizione 5.20 Supponiamo che per ogni R > 0, ¢ > 0 esistano i limiti

(5.27) lim l p(t,l‘—l—h,x, Br(x)$) =0
h—>0+h
528  lim 1/ 1 —x) Pt £+ %, dy) = bi(x, 1)
1-—>0+h Br(x)
X 1
529 i —/ i — 2 — x7) plt, 1 + By x, dy) = ag (¥, 1).
I1—>0—|—h BR(A)

Allora la matrice a(x, t) & semidefinita positiva per ogni x,t e, posto

m m

Z aij(x, t)a %

1]1

si ha, per ogni funzione f € C2(R™) N C,(R™),

lim = [T f ) = £()] =Lof @) perognix e D.

Dimostrazione. Perla (5.27),

lim —[Trr+hf(x) f)]= lim - /[f(y) fE)p@t,t+h,x,dy) =

h—0+ h

h——>0+ h

~ Tim 1/3 [FO) — £ Pt + b x, dY).
Rr(x)
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Sostituendo a f il suo sviluppo di Taylor all’ordine 2,

m f 1 m 2
IO = FO+ L g 0i-x+3 3 5 T () 01 =50y ~5) + ol —yP)

Ij—

S1 trova

1 o1
Jim 2 (T f(0) - f(X)]zL,f(x)+hlgg+E/BR(X)O(IX—ylz)p(t,t+h,4x,dy)-

Ma quest’ultimo limite vale 0 perché

1
llm _/ O(IX—)’|2) (t1t+h7x7d =
1—>0+h Br(x) p )’)_

m

— o(R?
< oL x =y p(t,t+h,x,dy) = "’(Rz) Za,,(x )

lim
— 2
h—>0+ R?* Br(x)

¢ si conclude sfruttando ’arbitrarieta di R. Resta da mostrare che la matrice a(x,t) &
semidefinita positiva per ogni x,t. Siano @ e R™ ¢ f € C2(R™) N C,(IR™) una funzione
tale che f(y) = —(0, y — x)? pery in un intorno di x. Allora, poiché le derivate prime
di f si annullano in x, mentre T:ifT(x) = —26,0;,

~@(,00,0) = L f ) = lim (T, 00 f () — £ ()]

Ma x ¢ un punto di massimo relativo per f ¢ f(x) = 0. Quindi, per la Proposizione
5.19, —{a(x,1)0,0) = L, f(x) <0.

Definizione 5.21 Sia

m m

ey ZZa,J(xt),J I +Zb(x t)—

i,j=1

un operatore differenziale su R™ tale che la matrice a(x, t) sia semidefinita positiva. Un
processo m-dimensionale X = (2, %, (%), (X;):, P) si dice una diffusione se

a) ¢& fortemente markoviano.

b) Le traiettorie sono continue su [0, ¢ (w)[ e il limite lim,_, t(@w)— X1 (w) esiste su
{¢ < +o0}.

¢) Per ogni funzione f € C % (R™), se (Ts1)s>s € il semigruppo associato a p,

(5.30) T () = () + f Tyl f (x) dc.
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E naturale ora la questione se, dato un operatore differenziale L, come nella Definizione
5.21, esista un processo di diffusione ad esso associato. . o

Nei prossimi capitoli daremo una risposta a questo problema; il metodo .con51\stera
nel costruire un nuovo processo partendo dal moto browniano. Quest’ultimo ¢ del
resto anch’esso una diffusione. Sapreste indovinarne il generatore? Vedi comunque

I’Esercizio 5.7.

E opportuno perd indicare anche un altro approccio. Consideriamo il caso omogeneo ¢
supponiamo che gli operatori 7; ed L commutino; allora la (5.30) diviene

T, f (x) =f(x)+/ LT, f (x)du
0

cio la funzione u(x, t) = T, f (x) & soluzione del problema

{ Lu = %—?
(5.31) u(x,0) = f(x).

Siaora g(t, x, y) la soluzione fondamentale dell’equazione del calore associata a L, cioé

1a soluzione di

(532) 200,x, y) = 5:(3)

dove 8, ¢ la massa di Dirac nel punto x. Allora la soluzione u di (5.3}) ¢ dé.l'['c'i da
u(x,t) = fq(t, x,¥)f(y)dy. Ma u(x, 1) = T; f(x) e quindi la funzione di transizione
deve essere

(5.33) p(t,x,dy) =q(t,x,y)dy.

Un modo di affrontare il problema consiste quindi nello studiare I’equazione (5.32), nel
verificare che la p definita nella (5.33) & una funzione di transizione e che il semig'ruppo
(T}); associato a p € soluzione di (5.30). A questo punto resta solo da 'C(?strmre un
processo di Markov associato a p ¢ che soddisfi ai punti a) e b) della Definizione 5 21,

Studieremo comunque pitl tardi (capitolo 9) il legame tra diffusioni e problemi alle
derivate parziali.

Esercizi

ES.1 Sia (2, %, (F)i>s, (X, PY9)x) 1a realizzazione di un processo di Markov a
valori nello spazio misurabile (£, €) ¢ poniamo al solito 4%, = o (X, u > 5). Allora per
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ogni I' € G5, per ogni s > 0 fissato ¢ per ogni probababilita w su (E, €), I’applicazione
x — P**(T") ¢ misurabile e si ha

PHS(T) = / P*S(T) p(dx).
E

[L’enunciato & vero se I & della forma {X,, € A1,..., X, € A,}. Si usa poi il Teorema 0.11.]

E52Sia X = (2, F, (F))1zs, (X))r, P**), ;) larealizzazione di un processo di Markov
associato alla funzione di transizione p. Allora X resta un processo di Markov associato
a p se a (%), si sostituisce un’altra filtrazione (%,), pid piccola (cio¢ tale che 4, c %,
per ogni 1), purché contenente la filtrazione naturale.

E5.3 a) (Criterio di Dynkin) Sia X = (2, %, (%), (X):,P) un processo di Markov
associato alla funzione di transizione p ed a valori in (E, €). Siano (G, §) uno spazio
misurabile ¢  : £ — G un’applicazione misurabile e surgettiva. Supponiamo che per
ogni A € 4 si abbia

(5.34) ps,t,x, ®7L(A)) = p(s, 1, z, D1(A)).

per ogni x, z tali che ®(x) = ®(z); poniamo, per £ ¢ Ge A € 4, q(s,t, €, A) =
ps,t,x, ®71(A)), dove & & un elemento qualunque di E tale che ®(x) = £.

a) Mostrare che g ¢ una funzione di transizione su (G, 4) e, posto ¥y = ®(X,), che
(2, %, (F);, (Y1), P) & un processo di Markov associato a g (osservazione utile: & un
processo di Markov rispetto alla stessa filtrazione).

b) Siano X un moto browniano m-dimensionale e z € R” un punto fissato. Poniamo
Y, = |X; —z|; ¥; ¢ dunque la distanza di X, da z. Mostrare che &, F, (F), (YD, P e
un processo di Markov.

[a) Se si pone, per ogni funzione misurabile limitata 7 : G — R,

Qv f (&) = fG FO) a5 u, &, dn)

e si definisce I’operatore Ps, in maniera simile, allora si ha (Qsufyo® = P, (fod). Questa
relazione permette di provare che g verifica I’equazione di Chapman-Kolmogorov, la quale si pud
scrivere Qs (Qu,r f) = Qs f. b) Osservare che se Z ~ N(0, ), allora la funzione di transizione
del moto browniano si pud scrivere

(5.35) ps,x, A) =P(/sZ € A —x).

Si usa poi I'invarianza per rotazione delle leggi N (0, 1).]

« a) Questo esercizio affronta una questione generale di un certo interesse: una funzione
di un processo di Markov ¢ ancora un processo di Markov? La risposta & affermativa se
® ¢ iniettiva (¢ immediato), ma &, in generale, negativa altrimenti. 11 criterio di Dynkin
(cio¢ la (5.34)) da una condizione sufficiente semplice perché invece cid sia vero.
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b) 11 processo di Markov introdotto in b) si chiama processo di Bessel. S\i tratta di
una diffusione su R+, che sara I’oggetto anche dell’Esercizio 7.11. Inlar}m pero il lettore
pud cominciare a pensare quale potrebbe esserne il generatore infinitesimale . ..

. . . ’,_I _ A ]
E5.4 Siano X un processo gaussiano m-dimensionale centrato e K} = E(X .SX ;) la
relativa funzione di covarianza. Supponiamo la matrice K s invertibile per ognis.
a) Mostrare che, per ogni s,f, s <1, esistono una matrice C, s ed una vaa. Yrs,

gaussiana ¢ indipendente da X, tali che
Xt . Ct,sXs + Y[,s~

Qual & la legge condizionale di X, dato X5 =x? ‘
b) Provare che X & di Markov per la filtrazione naturale (%;); se ¢ solo se per ognl

u<s<t

(536) Kt,u . Kt,sKs—‘Sle,u-

[a) Si tratta di una ripetizione degli argomenti dell’Esercizio 3.6. b) Siusa il Lemma 3.9;1a(5.36)
¢ equivalente a richiedere che ¥; s sia ortogonale a X, perogniu = 5.

E5.5 Siano B un moto browniano m-dimensionale, D un aperto limit?to di R™, 1 il
tempo d’uscita da D ¢ f una funzione misurabile e limitata su 3 D. Poniamo

u(x) = B[ £ (B)].

Allora u ¢ armonica in D. ’ N )
[Si usano la proprieta di Markov forte, nella versione (5.23), e IEsercizio 2.9.per provare c ef
u(x) coincide con la media di « sulla superficie di ogni sferetta Bg(x) contenuta in D (le funzioni
misurabili e limitate con questa proprieta sono armoniche). ]

E5.6 Sia X = (2, F, (F =5, (X, (P*+%),s) Un processo di diffusione su R di gene-
ratore L,. Perogni f € C%o s > 0ex e R™, poniamo

Iﬁdﬂ=f@0—ﬂﬂ—flyﬂxnmu

N

Allora (H,f (1)); & una P*S-martingala rispetto alla filtrazione (F})s>s.

ES5.7 Sia B un moto browniano m-dimensionale. D
a) Mostrare che P(|B;| > r) < 2m P(Bi(1) = rm™1/?). 1 -
b) Provare che il moto browniano ha generatore Lf = 5 A f per feC nCy.

E5.8 (Ponte browniano). Si fara uso degli Esercizi 5.4 ¢ 3.6. Sta B un moto browniano
reale e poniamo B, = B, —tB;. Allora:
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a) (Bi)i<1 & un processo gaussiano centrato indipendente da By. Quanto vale la
funzione di covarianza K, = E(B,B,)? Calcolarela legge di B, e lalegge condizionale
di B, dato By =x,0<s <t <1.

b) Provare che si tratta di un processo di Markov non omogeneo ¢ calcolarne la
funzione di transizione.

¢) Scopo di quest’ultima parte ¢ il calcolo del generatore del ponte browniano. In-
dicheremo con p la funzione di transizione del ponte browniano calcolata in b).

cl) Mostrare che perognia > 0,M >0,R > 0,K > 0siha
1 M. .- Z/ZK h—0
o [z|"e™? dz — 0.
lzI= R/~
¢2) Mostrare che, per ogni M > 0
1 M h—0
A ly—x"p(s,s+h,x,dy) =" 0.
ly—x[>R

c3) Calcolare il generatore del ponte browniano per f € C2NCp,per0 <t < 1.
[b) Si usa il criterio dell’Esercizio 5.4 b). ¢3) Si usa la Proposizione 5.20.]

o I generatore del ponte browniano viene trovato, con calcoli molto pil semplici, anche
negli Esercizi 8.1 ¢) oppure 8.4.

ES.9 L’ obiettivo di questo esercizio ¢ il calcolo della legge del sup di un ponte browniano
X. Comesi ¢ visto nell’Esercizio 5.8, si tratta di un processo gaussiano continuo, centrato
¢ di funzione di covarianza K ; = s(1 —t).

a) Mostrare che esiste un moto browniano B tale che, per0 <t < 1,

5.37) X, =(1-1)B : .
1—t
b) Mostrare che, per ognia > 0,

P( sup X; > a) = P(susz —as > a)

0=t<1 s>0

e ricavare funzione di ripartizione ¢ densita della v.a. supy.,.; X;.
[b) Si usa I’Esercizio 4.7.]

ES.10 (Inversione del tempo) Sia B un moto browniano e per 0 < ¢ < 1 poniamo
X =By,

Provare che (X,);<1 € un processo di Markov non omogenco rispetto alla sua filtrazione
naturale e calcolare il generatore infinitesimale.
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[Si usa il criterio dell’Esercizio 5.4 b). La funzione di transizione e quindi il generatore sono gli
stessi del ponte browniano, (Esercizio 5.8). Diversa & perd la legge iniziale. ]

E5.11 Sia B un moto browniano .
a) Mostrare che, per ognia>0eT >0,

P(B; <atperognit <T)=0.
b1) Mostrare che per ognia > 0 esiste & > 0 tale che
P(B; < a+/t perognit <¢) > 0.

b2) Sia ¢ una funzione crescente tale che ¢(0) = b > 0. Mostrare che, per ogni

T >0,
P(B; < ¢(t) perognit < &) > 0.

b3) Mostrare che, per ognia>0,T >0,
P(B, <a+/tperognit <T) >0
¢) Mostrare che, per ognia > 0,
P(B; < a+/tperognit >0) =0.
[a), bl), ¢) Si usa la legge del logaritmo iterato. b3) Si usa la proprieta di Markov. ]

E5.12 Sia X un processo di Markov a valori in R™ associato a una funzione di transizione
p tale che, per qualche & > 0, & > 0ec > 0,siabbia

/ Ix —ylf p(s,t,x,dy) <cls— rre

per ogni x € R™. Allora X ha una versione continua ¢ il suo generatore ¢ locale.

ES5.132) Sia (2, &, (F)s, (X)), (P¥),) larealizzazione canonica del processo di Markov
associato alla funzione di transizione (5.2). Allora P? & la misura di Wienere P* ¢1’imma-
gine di PO tramite ’applicazione £y : £2 — Q definita da f,w (s) = w(s)+x. Inparticolare
la legge di (X,), rispetto a P* coincide con quella di (X, +x): rispetto a po.

b) Sia Y = (Q,F, (F)r, ¥, (QF)x) la realizzazione canonica di un processo di
diffusione e supponiamo che Q* coincida con I’immagine di QY tramite .. Allora il
generatore L di Y & a coefficienti costanti.

ES.14 (Un modo per trasformare un processo di Markov) a) Siano p una funzione di
transizione omogenea nel tempo su uno spazio misurabile (E,€), h : E — R una
funzione misurabile strettamente positiva ¢ o un numero tali che

(5.38) Th =¢*h
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dove (Tt); indica il semigruppo associato a p (vedi (5.24)). Mostrare che

P M) = s /Ah(y)pa,x,dy)

¢ una funzione di transizione markoviana.
b). Su‘pponiamo che valga la (5.38) e indichiamo con L ¢ L" rispettivamente i gene-
ratori dei semigruppi (7;); e (T}), (associato a p"). Mostrare che se f € B(L), allora
— £ appartiene a 9(L") ed esprimere L' g in termini di Lf. ,
. ¢) Supponiamo per di pitt £ = R™ ¢ che p sia la funzione di transizione mafkoviana
di una diffusione di generatore

m m

1 32
(5.39) L=z 2 () — E: L
2 alj(x) 3x,~3xj + ' 1b,(x)-a—x’.--
i=

i, j=1

Mo(sitrare che, se h & due Vglte derivzlibile, C% c B(L") e calcolare L"g per g € C2.

' ) Suppqnlamo che p siala funzione di transizione di un moto browniano m-dimen-
sionale (Vedi Esempio 5.3) e sia 2 (x) = ¢**), dove v € R™ & un vettore fissato. Mostrare
che vale 1a (5.38) per un @ da determinare e calcolare L g per g e CZ.

E5.¥5 (Uccisione di un processo di Markov). Sia X = (Q, %, (%), (X)), (P¥)y) 1a
realilzzazmne canonica di un processo di Markov omogeneo a valori nello spazio topo-
logico E, associato alla funzione di transizione p. Siano D C E un aperto, t il tempo
d’uscita da D. ,

a? Mostrarc'a che, per s < 1, 1jzo) = ljrsr—g) 0 05 - 1(z=4) € dedurre che, per ogni
funzione boreliana limitata f,

E [ f (XD leory | F] = Long BY [ f (Xi=s)lieni—g]  qec

b) Siano ¢ un punto isolato, D=Du {6} e

X;:

v {X, <t
) t>7

Prov'are ch.e X B (.SZ, F, (F):, (X1, P¥),) € un processo di Markov e esprimerne la
funzione di transizione, in termini del processo X.

¢) Supponiamo che X sia un moto browniano m-dimensionale ¢ che D ¢ R” sia un
aperto; per x € D, poniamo d, = dist (x, 3D). Provare che

4dm +00

(540) P+ (7; < t) < e—22/2d
. = Z.
V2r Ja,)im

Sia A ;1 generatore'inﬁnitesimale del processo X ottenuto da X come in b) e indichiamo
con Cj (D) lo spazio delle funzioni due volte derivabili su R” limitate ¢ aventi supporto
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contenuto in D. Mostrare che, se f € Cg(D), allora f € 9%(A). Quanto vale Af se
feD(A)?

[b) Ricondurre la proprieta di Markov per X aquella per X nella forma (5.15), usando la relazione
f(XI)1{r>t} = 1{r>s}[f(X/—.r)l(r>t—s]] o b;

e il fatto che se f € Cp(D) allora f(X;) = f(X){z=1). L’equazione di Chapman-Kolmogorov
segue dall’osservazione che conclude il paragrafo 5.1.

¢) Sia Qy il cubo {y; lyi — xi| < du//m,i =1,..., m). Allora Q¢ C D e, se v’ &il tempo
d’uscitada Qx, P¥{r <) < P*{z’ < t}; quest’ultima quantita si valuta col principio diriflessione,
Proposizione 2.17, applicato ad ogni coordinata. Se f € Cg(!)) inoltre

LEFRD]— F() = LEFXD] = F&)) — B LF (X e=n] ]

E5.16 Si dice che un processo di Markov X, a valori nello spazio metrico E € associato
alla funzione di transizione p omogenea nel tempo, ammette una misura invariante O
stazionaria (1 se ;o & una misura o-finita su (E, B(E)) tale che, per ogni funzione f
boreliana limitata ¢ a supporto compatto,

/ T f(x) dpu(x) = / FO)dpx)

per ogni f. Se per di pill u ¢ una legge di probabilita, si dice che X ammette una
distribuzione o probabilita invariante (0 stazionaria).
a) Mostrare che, u ¢ una distribuzione stazionaria se ¢ solo se, quando Xo ha legge

w,lav.a. X, halegge n per ognif > 0.
b) Provare che il moto browniano ammeite la misura di Lebesgue come misura in-

variante.
¢) Mostrare che, se per ogni x € R" la funzione di transizione di X ¢ tale che

(5.41) lim p(t,x,A) =0
=400

per ogniboreliano limitato A € 9 (R™), allora X non pud avere una probabilita invariante.
Dedurre che il moto browniano non ha una probabilita invariante.
d) Provare che se X & di Feller ed esiste una probabilita 4 su R™ tale che, per ogni
X e Rm’
lim p@,x, )=
t—=—+00

nel senso della convergenza stretta, allora u ¢ una distribuzione stazionaria.

Nota bibliografica 5

Tutti i testi citati nella nota bibliografica al capitolo 6 contengono una introduzione alla
teoria dei Processi di Markov. Un maggiore interesse per la tcoria astraita di questi
processi si trova nel libro di Williams [Wil79] oltre che nei classici Dynkin [Dyn60],
[Dyn65], Blumenthal ¢ Getoor [BG68], Meyer [Mey67], Dellacherie ¢ Meyer [DM87]
¢ Sharpe [Sha88].

6

I’integrale stocastico

Sia B = (92, ?, (:‘9?,),, (B:)s, P) un moto browniano continuo standard fissato una volta
per tutte: ’obicttivo di questo capitolo ¢ di dare un significato a espressioni del tipo

.
6.1) f X, (@) d By (@)
0

b N . . ~ .
Elox'ze 1 mtegrar‘ldo (Xs)o<s<r € un processo che gode di proprieta da precisare. Come si
¢ v1st0'nel c?lpltolo sul moto browniano, questa operazione non si pud definire traicttoria
per traiettoria perché la funzione ¢ — B;(w) non & a variazione finita g.c.

La (6.1) si Fhiameré integrale stocastico. Questo tipo di calcolo sard fondamentale
per la costruzione ¢ lo studio di nuovi processi.

6.1 Processi elementari

Deﬁpizione 6.1 Indichiamo con A% ([e, B)) lo spazio delle classi d’equivalenza di pro-
cessireali X = (2, F, (F)a<i<p, (X1)a<i<p, P), progressivamente misurabili e tali che
i) PU;;H | X7 ds < +o00) = 1.

Con M #([a, B]) indichiamo invece lo spazio delle classi d’equivalenza di processi pro-
gressivamente misurabili tali che

i) E(fP1X,1P ds) < +oo,

Ag ([0, +o0[) (risp. M g ([0, +-00])) indica invece I’insieme dei processi (X,), tali che
(Xi)i<r siain AL ([0, T]) (risp. M5 ([0, T1)) per ogni T > 0.

Parlando di classi d’equivalenza s’intende che identifichiamo due processi X ¢ X’ se

P(/j]Xs—XHds:o):L
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b) Sia Y una soluzione di

dY; = ktanh(kY; +c)dt +dB;

(8.42)

Yo=x
Mostrare che la legge di ¥, ¢ una mistura di leggi gaussiane, cio¢ della forma crpeq + (1 —
a)pz, dove 0 < o < 1 e p1, p2 sono leggi gaussiane di cui si determineranno media e
varianza.
[b) Usare a) per calcolare la trasformata di Laplace di Y;.]

Nota bibliografica 8

Per il contenuto di questo capitolo vale la bibliografia del capitolo 6.

Riguardo alle questioni di esistenza ¢ unicita delle soluzioni di una EDS, segnaliamo
alcuni sviluppi teorici, oramai non piu tanto recenti, che non hanno trovato posto per
motivi di spazio.

1) Soluzioni forti.
InYamada-Watanabe [Y W71] si dimostra che si possono indebolire I’ipotesi di regolarita
sul coefficiente di diffusione.
In Zwonkin [Zwo74] viene costruita una trasformazione di 2 che muta una EDS in
un’altra con b = 0. Cio permette di indebolire le ipotesi di regolarita su b (in dimensione
1 basta che b sia misurabile e limitata) oltre a fornire altre utili applicazioni.

2) Soluzioni deboli.

I risultati piu importanti sono quelli di Stroock-Varadhan [SV69a], [SV69b] oppure
[SV79]. Essi dimostrano che I’esistenza debole e ’unicita in legge sono equivalenti
all’esistenza e unicita del cosiddetto problema delle martingale, cio¢ al fatto che per
ogni x, s esista una ed una sola probabilita P¥S su Q tale che P**{X; = x} = 1 e che
il processo H/ dell’Esercizio 5.6 sia una P*-*-martingala. Partendo da questo punto
di vista essi provano 1’esistenza debole ¢ ’unicita in legge con coefficienti solamente
continui e limitati.

Nell’Esercizio 8.5 viene studiato il comportamento di un processo di diffusione quando
il coefficiente di diffusione ¢ ‘“piccolo’’ e viene sviluppato il punto di vista che il pro-
cesso cosi ottenuto ¢ una perturbazione dell’equazione ordinaria che si ottiene quando il
coefficiente di diffusione ¢ nullo. Questo aspetto € stato molto studiato e costituisce un
ampio capitolo della cosiddetta teoria delle grandi deviazioni. Ad essa sono stati dedicati
oramai un certo numero di testi. Vedi il libro di Freidlin e Ventsel [FV83] e, per aspetti
piu generali della teoria delle grandi deviazioni, Dembo ¢ Zeitouni [DZ97] e Azencott
[Aze80].

9

Problemi alle derivate parziali
associati a una diffusione

In questo capitolo vedremo che le medie di certi funzionali di un processo di diffu-
sione, come funzione del dato iniziale, sono soluzione di problemi alle derivate parziali.
Sono formule molto utili da due punti di vista. Intanto per lo studio e una migliore
comprensione delle proprieta delle soluzioni di questi problemi. Inoltre, in alcuni casi,
esse permettono di calcolare la soluzione del problema alle derivate parziali (calcolando
esplicitamente la media del funzionale corrispondente) oppure la media del funzionale
(risolvendo esplicitamente il problema alle derivate parziali).

9.1 Rappresentazione delle soluzioni del problema di Dirichlet

Iniziamo con un risultato preliminare. Sia £ la soluzione dell’EDS

! t
§,=x+f b(&u,u)du+/ o(&,,u)dB,

dove b ¢ o verificano le Ipotesi (A’). Sia D un aperto limitato contenente x. Vedremo
ora che, sotto opportune ipotesi, il tempo d’uscita da D, T = inf{s; & (w) ¢ D}, ¢ una
v.a. integrabile. Sia al solito

m

1 82 n 8
Li=>Y"a o )2
=32 %G ) +;b’(x”)ax,

ij=1

dove a = o o*. Consideriamo le ipotesi seguenti.
B1) Esiste una funzione ® € C>1(R™ x R+) a valori in R+ ¢ tale che
od

E +L,d < -1,



190  Capitolo 9. Problemi alle derivate parziali. . .

B>) Esistono due costanti A > 0, ¢ > 0 eun indice i, 1 <i < m, tali che
aii(x:t)Z)\’ bi(X,I)z—

perognix € D, >0.
B3) Su D x R*, b & limitata ed il campo di matrici a ¢ uniformemente ellittico, cio¢
tale che (a(x, t)z, z) > Alz|? per qualche A > 0 e per ogni (x, 1) € D xR+, z e R™.

Proposizione 9.1 B3) =B) =B1).
Dimostrazione. B3)=>B5) Si ha a;;i(x,1t) = (a(x,1) e;, €j) = A, dove e; indica il vettore
unitario nella direzione i-esima.

B,)= B1) Poniamo ®(x, 1) = (e*R —e*xi), dove R & il raggio di una sfera contenente
D, e & un numero > 0 che preciseremo poi ($ dunque non dipende da ?); allora & > 0
suDe

O L = e (oa(x, 1) + abi (3, 1)) <

< —Bei(a®h —ac) < —afe *R(ar —c)

e I’ultimo termine si pud rendere < —1, scegliendo « ¢ B abbastanza grandi.

Proposizione 9.2 Se B;) ¢ verificata, E(t) < +oco per ogni (x,s) € D x R*.
Dimostrazione. Per la formula di Ito, per ogni ¢ > s si ha g.c.

D (Enr, t AT) - P(x, 1) =

IAT a(b
- / (%—q’u ®) (0 w) du+ / th e G 100 6, 1) A B ().

Poiché o ¢ le derivate prime di ® sono limitate su D x [s, t], 'ultimo termine & una
martingala ed ha media nulla; dunque, per ogni 7 > s,

E[q>(gm,,mr)]—cb(x,s):E(/ (%—¢+L cb)(g,,,u)du) < _E(tA1).

Poiché ® & positiva su D x Rt, ®(x,s) > E(t A 7). Basta ora prendere il limite per
t — 400 ¢ applicare il lemma di Fatou.
Supponiamo ora che 1’aperto D sia limitato, connesso e di frontiera C 2; sia

H

ZZa,,u)a 7% +Z Ok

i;j=1
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un operatore differenziale su D tale che

a) L ¢ uniformemente ellittico su ﬁ, cio¢ (a(x) z, z) = A|z|? per qualche A > 0 € per
ogni x € D,z¢ R™;

b) a e b sono lipschitziane su D.
E ben noto il seguente teorema di esistenza e unicita (vedi [Fri64], [Fri75]).

Teorema 9.3 Siano ¢ una funzione continua sudD, ¢ e f funzioni holderiane D — R
con ¢ > 0. Allora, se L soddisfa alle condizioni a) e b) precedenti, esiste una unica
funzione u € C2(D) N C(D) tale che

9.1

Lu—cu=f suD
u|aD=¢.

Per la Proposizione 8.24 esiste un campo di matrici o lipschitziano su D talechea = o o*.
Si possono allora prolungare o ¢ b a tutto R™ mantenendo soddisfatte le Ipotesi (A). Sia
(@, M, (M0, (X1)rs0, (P¥),) 1a diffusione canonica associata alla EDS di coefficienti
b e 0. Sappiamo che ¢ una diffusione di generatore infinitesimale L.

SeZ =¢" o «(X)ds alloradZ, = —c(X,)Z; dt. Se v & una funzione C2(R™) limitata,
per la formula di Ito si ha, P*-q.c. per ogni x,

va(X,)_v(x)+/ v(Xs)dZ; +/ (Xs)stX'

9.2) / Z aij(Xs) 5= (X VZsds =

k=1

f (LX) — c(Xe)v (X)) Zs ds + / Z 3 X0 Ze0ij (X) B s).

Se fosse possibile applicare la (9.2) a v = u dove u ¢ data dal Teorema 9.3 ¢ se I’integrale
stocastico avesse media nulla, avriemmo immediatamente, per ¢ = t,

u(x) = B[ Zp(Xo)] / F(XZ.ds)

che ¢ la formula di rappresentazione che stiamo cercando. Ma u & C? solo su D € non
¢ ovvio che la si possa prolungare a tutto R™. Le argomentazioni seguenti servono a
superare queste difficolta. (

Sia, per ogni ¢ > 0, D, un aperto regolare tale che D, c D e dist(dD;, dD) < &; sia
7. il tempo d’uscita da D,: evidentemente 7, < T € inoltre T < 400 per le Proposizioni

9.1 e 9.2; poiché le traiettorie sono continue, 7, converge a T g.c. crescendo per & \, 0.
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Sia #, una funzione di classe C2(IR™) limitata e che coincida con u su D, e scriviamo
la (9.2) per v = u, e con D, al posto di D. Poiché le derivate di u su D, sono limitate
I’integrale stocastico ha media nulla e poiché u coincide con u, su D siricava, prendendo
la speranza matematica per x € Dg,

IAT,

E*[1(Xinr,) Zine,] = u(x) + E( F(X)Z, ds).

]

Al limite per € \, 0 si ottiene dunque
IAT
B (X Zine] =) + B | Zos (X ds].
0

Prendiamo il limite per # — +o00; poiché Z; < 1 per ogni s,

Vo Zof (X ds| = 71 o

Poiché 7 ¢ integrabile per le Proposizioni 9.1 € 9.2, per il Teorema di Lebesgue,

B [u(X:) Z:] = u(x) +Ex[/T Zsf(Xs)ds].

0

Infine, poiché X; € 9D,

9.3) wx) = B[O Ze] - B fo Zef (X ds .

Abbiamo quindi trovato una rappresentazione della soluzione u di (9.1) in termini della
diffusione associata a L. Nel caso ¢ = 0, f = 0, I’espressione diviene

(9.4) u(x) = B [¢(Xo)].

Come osservato all’inizio del capitolo, formule come la (9.3) o (9.4) sono interessanti sia
per calcolare medie di funzionali di processi di diffusione, come, per esempio, i termini
a destra nelle (9.3) e (9.4), riconducendone il calcolo alla risoluzione del problema (9.1),
sia per ricavare informazioni sulla soluzione # di (9.1). Ad esempio osserviamo che
nella derivazione della (9.3) ci siamo serviti solo dell’esistenza di #. Il calcolo appena
fatto quindi fornisce una dimostrazione dell’unicita della soluzione nel Teorema 9.3.

Sichiama nucleo di Poisson dell’operatore L su D una famiglia (IT(x, -))xep di misure
su 3D, tale che, per ogni funzione ¢ continua su 9D, la soluzione di

©5) {Lu:O suD

Ujpp = ¢
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sia data da

u(x) = [ 6O) T (x, dy).
aD

La (9.4) afferma che, nelle ipotesi dcl Teorema 9.3, il nucleo di Poisson esiste sempre ¢
[1(x, -) € la legge di X rispetto a P* (cio¢ la legge di arrivo in 8D della diffusione X
uscente da x € D). Questa identificazione permette di determinare la legge di arrivo in
quei casi in cui il nucleo di Poisson & conosciuto e viceversa.

Esempio 9.4 Siano L = %A ¢ Bp la sfera aperta di centro 0 ¢ raggio R in R™, m > 1;
siano o (dy) ’elemento di superficie di d Bg, w,, la misura della superficie della sfera di
raggio 1 in R"™. Allora ¢ noto che, per y € 3By, x € Bg, se

1 R?—|x)?

Ni(x, 3) = gom o

allora il nucleo di Poisson di %A su By ¢ dato da
(9.6) [1(x, dy) = Nr(x, y) o (dy).

Quindi la (9.6) da la legge di arrivo su 8 Bg per un moto browniano uscente da x € Bg.

9.2 Equazioni paraboliche

Una formula di rappresentazione si pud ottenere in modo del tutto simile anche per il
problema di Cauchy-Dirichlet. Siano D un aperto connesso limitato di R di frontiera
C%,Q0=Dx[0,T[e

1 n 32 m a

9.7 — = - w—r . —
©.7) Li=5 _Zl @i (0, O g+ ;b, (s
I, J= =
un operatore differenziale su Q tale che

a) (a(x,1)z,z) = Alz|? dove A > O per ogni (x, 1) € 0, z € R™;

b) a e b siano lipschitziane in Q.

Vale allora il seguente risultato di esistenza e unicita ([Fri64], [Fri75]).

Teorema9.5 Siano ¢ unafunzione continuasu D, g una funzione continua sud D x [0, T]
tale che g(x,T) = ¢(x) se x € 3D; siano c e f funzioni hélderiane O — R. Allora,
nelle ipotesi a) e b) precedenti, esiste una unica funzione u € C>1(Q) N C(Q) tale che

)
L,u—cu+a—?=f suQ@

(9.8) ulx,T)=¢(x) suD
u(x,t) =g(x,1) suoD x [0,T]
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Perla Proposizione 8.24 esiste un campo di matrici o lipschitziano su Q tale che oo* = a;
inoltre ¢ noto che i coefficienti o e b si possono prolungare a R x [0, 7] conservando
lipschitzianiti e limitatezza. Sia (€, M, (M);>s, (X/)r, (P**),,s) la diffusione canonica
associata alla EDS di coefficienti b e o.

Teorema 9.6 Nelle ipotesi del Teorema 9.5, vale la formula di rappresentazione

u(x, 1) = E,\'.r[g(Xr’ 7) C_-/; C(X;.S)dsl{t<T}]+
— [T exos)d
9.9) +E [p(Xpy eI CFeIby oy |-

AT s X d
E [ p et ]
t

dove t & il tempo d’uscitada D.
Dimostrazione. 1l ragionamento ¢ simile a quello usato per la dimostrazione della (9.3):

j;: c(X,,r)dr

si trattera di applicare la formula di Ito al processo Y5 = u. (X5, s)e , dove

ue approssima # in modo simile a quello usato per ottenere la (9.3).
Nel caso particolare g =0, c =0, f = 01a (9.9) diviene
u(x,t) =B [¢(X1)1p=1y)-
E bene perd ricordare che, per dedurre la relazione precedente dal Teorema 9.6, occorre

supporre che ¢ siannullisudD. Se b, o, f, g, ¢ non dipendono da ¢ allora posto v(x, t) =
u(x, T —1), v ¢ soluzione di

Lv—%’%—cv:f(x) su Q
v(x,0) = d(x) suD
vix, 1) =g(x) sudD x [0, 7]

9.3 La formula di Feynman-Kac, I’equazione backward

In questo paragrafo studieremo formule di rappresentazione come quella del Teorema
9.6, per il dominio R™ x [0, T']. Di queste vedremo delle applicazioni nel prossimo
capitolo. Tutte le difficolta naturalmente provengono dal fatto che R™ non ¢ limitato.

Consideriamo due funzioni reali ¢, f, continue e definite rispettivamente su R” ¢
R™ x [0, T]. Consideriamo le due ipotesi

(9.10) [P =MA+xY), 1feDIsMA+x?) (1) eR"x[0,T]
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per qualche A > 0 (condizione di crescita polinomiale), oppure
(9.11) ¢$=0, f=0.

Nel seguito indichiamo con L, un operatore differenziale su R” x [0, T[, come in 9.7
e (6, M, (M])=s, (X)r, (P¥%),5) la diffusione canonica associata.

Teorema 9.7 Sianoc : R™ x [0, T] — R una funzione continua e limitata inferiormente
(c(x,t) > —K) e w una funzione C*1(R™ x [0, T']), che sia continua su R™ x[0,T]e
soluzione del problema

at
w(x, T) =¢(x)

Supponiamo che L, soddisfi alle Ipotesi (A’) (vedi p. 169) e che le funzioni ¢, f, oltre
a essere continue, soddisfino a una delle ipotesi (9.10) oppure (9.1 1). Supponiamo, per
di piti che anche w sia a crescita polinomiale, cioé esistano M, i > 0 tali che

Jw
©.12) {L,w+— —cw=f sulR™x[0,T[

(9.13) (w(x, )] < Mi(1+ [x]*)

perognit €[0,T], x e R™. Allora vale la formula di rappresentazione

T T 5
(9.14)  w(x,1) = Ex"[¢(XT)e“fr Al _ EW[/ F (X, 5) e cKuwdu ds]

Dimostrazione. Sia tg il tempo d’uscita di X dalla sfera di raggio R. Allora, per il
Teorema 9.6 applicato a D = By, si ha, per ogni (x, t) € By x [0, T,

T AtR 5
w(Xy, 1) =—Ex"[/ f(XS,s)e_f: C(Xmu)dua,s]_’_
!

=1 R u u
(9.15) + B [w(Xep, TR) e S0 (o<t ]+

T
+EB[p(Xp)e e Kddng =
=h+ 5L+ L.

Cominciamo col supporre verificate le (9.10). Per la Proposizione 8.15 sappiamo che

(9.16) E"*'[ max lXuI"] <Cp(1 +1x]7)

t<u<T

per ogni g > 2, dove C non dipende da x. Per la disuguaglianza di Markov, si ha

(9.17) P(tg < T) = P"”( max | X,| > R) < C,R™(1+ |x|9)

t<u<T
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In quest’ultimo caso, indichiamo con Q la versione regolare della probabilita condi-
zionale su o(X). Gli eventi di o(X) sono della forma X~!(A), A € B(E) ed ¢ facile
vedere che, se poniamo

o, A) = Q(w,{X € A}) =P(X € A|D)

per ogni A € B(E), allora, per ogni w € 2, u(w,-) definisce una probabilita su
(E,B(E)). u si chiama la distribuzione condizionale di X dato 9. Si tratta di una
applicazione p : 2 x B(E) — R tale che

a) w - ul{w, A) &€ P-misurabile per ogni A € B(E)

b) A — u(w, A) & una probabilitd su B(E) per ogni w € €2.

Esercizi

E11.1 Nelle librerie FORTRAN in uso fine agli anni 70 (ma anche dopo ...), per
generare un numero aleatorio con distribuzione normale si usava la procedura seguente.
Se X1, ..., X12 sono v.a. indipendenti e uniformi su [0, 1], allora il numero

(11.12) W=X+...+X12-6

¢ approssimativamente N (0, 1).

a) Sapreste dare una giustificazione di questa affermazione?

b) Sia Z unav.a. N(0, 1). Quanto vale E(Z*)? Quanto vale E(W*) per la v.a. data
dalla (11.12)? Cosa pensate di questa procedura?

E11.2 Sia X : (2, %, P) — (E, %) una v.a. di legge u, che supponiamo regolare su
rispetto a una classe compatta ¥. Mostrare che la o-algebra o (X) contiene una clas-
se compatta rispetto alla quale P & regolare su o (X). Inoltre se € ¢ numerabilmente
generata anche o (X) lo &. In particolare, se E & uno spazio metrico completo separabile
e € = B(E), le ipotesi del Teorema 11.15 sono verificate per § = o (X).

[Ricordare che o (X) & costituita dagli eventi della forma X ! (A) per A € €.]

Nota bibliografica 11

La simulazione di variabili aleatorie e di processi stocastici &€ un argomento di studio in
grande sviluppo. Si veda Devroye [Dev86] e, per la parte pil specifica ai processi, Bou-
leau e Lepingle [BL94], Kloeden e Platen [KP92] e Lapeyre, Pardoux e Sentis [LPS98].
Per la parte sulle versioni regolari della probabilita condizionale, vedi anche Breiman
[Bre92] capitolo 4, Dellacherie-Meyer [DM75] p. 125, Neveu [Nev64] paragrafo V.4,
Williams [Wil79] paragrafo 11.4.

12

‘Soluzioni

S0.1 In un senso I'implicazione & evidente: se X e Y hanno la stessa legge u, allora
hanno anche la stessa f.r., poiché
F@) =P(X <1) = u(] - oo, t]).
Viceversase X e Y hanno lastessa f.r. F,allora, indicando con pux e wy le leggi rispettive
esea < b,
px(Ja,b]) =Pla < X <b) =P(X <b) —P(X <a) = F(b) — F(a).

Ripc?tendo lo stesso argomento per iy, si vede che uy e py coincidono sugli intervalli
semiaperti Ja, b],a, b € R, a < b. La famiglia6 costituita da questi intervalli semiaperti
¢ stabile per I’intersezione finita (si vede subito) e genera la o -algebra boreliana. Infatti
una o-algebra contenente € contiene necessariamente gl’intervalli aperti ]a, b[ (che sono
intersezione degli intervalli semiaperti Ja, b + %]) e quindi tutti gli aperti. Per il criterio
di Carathéodory, Teorema 0.4, 11 € uy coincidono su B(R).

S0.2 a) Si tratta di applicazioni immediate delle definizioni. Se x > 0
X X
F(x):P(sz):/ f(t)dt:kf e Mdt=1—eM,
—00 0

n}entrc.e la stessa formulada F(x) = 0sex < 0 (f & nulla sui reali negativi). Con un po’
di pazienza, integrando per parti, si trova

+o0 +o00 1
E(X)=f xf(x)dx=A/ xe‘“dx:x
- 0

0]

+o0 400 1 1
E(X2)=/ x2f(x)dx=A/ x2eMdx = — +
—00 0 A A2
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e Var(X) = E(X?) —E(X)? = %
b) Si ha immediatamente

+0o0 1 1
E(U)=/ xf(x)dx:/ xdx:E
0

—o0

4o 1 1
E(U2>=f xzf(x)dx:/ Pdi=l

—00 0

eVar(U)y=1-1=15
¢) Set >0siha

1
Fz () =P(—%]ogU <t)y=PU >e™M) =f dx=1—-¢e"

e—)J

At

mentre Fz(t) = 0 pert < 0. Dunque Z ha la stessa f.r. di una legge esponenziale di
parametro A e, per I’Esercizio 0.1, ha questa legge.

S0.3 a) Indichiamo con y lalegge di X. Pet laregola d’integrazione rispetto a una legge
immagine, Proposizione 0.1, e per il Teorema di Fubini si ha

+o0

+0o0 X
s = [ s@duw = [ e (ro+ [ roar) =
0 0 0

+00 +oo

+00
o+ [ foa f due) = O+ [ FOPX = ndr.
0 t 0

b) Imitando il Teorema di Fubini, si ha

E(X) = ZnP(X_n) ZP(X_n)Zl —ZZP(X—n)- Zp(x > k).

n=1 k=1 n=k

S0.4 a) C ¢ chiaramente simmetrica. Supponiamo per semplicita che X sia centrata
(altrimenti si passa a considerare la v.a. X — E(X) che & centrata ed ha la stessa matrice

di covarianza). Sia & € R™, allora

a8y = Y kil = S EEXiE X)) = (Taxi Yy &%) =
i=1 j=!

i,j=1 i,j=1
—E(£ X)) >0

(12.1)

e dunque C ¢ semidefinita positiva. Come conseguenza della (12.1), se x & un vettore

del nucleo di C, allora
= (Cx,x) =E((x, X)?)
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e dunque (x, X)*> = 0 q.c., cioé X & ortogonale a x q.c. Poiché C & simmetrica, la sua
immagine coincide con il sottospazio formato dai vettori che sono ortogonali al nucleo:
un vettore z si trova in Im C se e solo se (z, x) = O per ogni vettore x tale che Cx = 0.
Ovvero, se &, ..., &,k < m & una base del nucleo di C, se e solo se (z,&;) = 0 per
i =1,...,k. Inconclusione

Xelm Cy=(X,&6)=01n...n{(X, &) =

e dunque I’evento {X € Im C} ha probabilita 1 come intersezione di un numero finito di
eventi di probabilita 1.

b) Se C non ¢ invertibile, Im C ¢ un sottospazio proprio di R”. Lav.a. X —E(X) ¢
centrata ed ha la stessa matrice di covarianza e, come abbiamo visto, X — E(X) e ImC
con probabilita 1. Se X avesse densita, diciamo f, allora sarebbe

P(XeImC+E(X)):f fx)dx.

Im C+E(X)

Ma I’integrale a destra € uguale a 0 perché I’iperpiano Im C+E(X) hamisuradi Lebesgue
0. Cio ¢ assurdo, poiché P(X e InC +E(X)) =1.

$0.5 E noto (anche se non abbastanza . .. ) il fatto elementare seguente: una successione
di numeri reali (a,), converge a £ se e solo se da ogni sottosuccessione di (a,), si puo
estrarre una ulteriore sottosuccessione convergente a£. Dunque si ha || X,, — X |, — O per
n — oo se e solo se da ogni sottosuccessione di (|| X, — X||p)x si puo estrarre un’ulteriore
sottosuccessione convergente a 0. Per la convergenza in probabilita il ragionamento ¢
simile.

Per la convergenza q.c. questa argomentazione non si puo ripetere, perché dire che una
sottosuccessione converge q.c. significa che esiste un insieme trascurabile N dipendente
dalla sotiosuccessione al di fuori del quale si ha X,,, —x—o0c X. 1l fatto elementare
ricordato all’inizio permette quindi di dire che la successione (X,), converge al di fuori
della riunione di tutti questi eventi trascurabili. Poiché I’insieme delle sottosuccessioni
di una successione data ha cardinalita piti che numerabile, la riunione di tutti questi eventi
trascurabili pud avere probabilitd positiva.

11 paragrafo precedente spiega perché il ragionamento valido per la convergenza in
probabilita e in L? non si applica alla convergenza q.c. Per mostrare che la proprieta
in questione non vale per la convergenza q.c. occorre perd produrre un controesempio.
Lasciamo questo compito al lettore dotato d’immaginazione. In ogni caso un controe-
sempio & dato da una qualunque successione di v.a. che converga in probabilita ma non
g.c. Per la Proposizione 0.7 infatti da essa si pud estrarre una sottosuccessione conver-
gente q.c.; quindi, se la proprieta in questione fosse vera per la convergenza q.c., ogni
successione convergente in probabilita sarebbe convergente anche q.c.

S0.6 Da (X,), si pud estrarre una sottosuccessione (X, ), convergente a X q.c. (Pro-
posizione 0.7). Per questa sottosuccessione ¢ valido il Teorema di Lebesgue ¢ dunque
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E(X»n,) —k—>oo E(X). Anzi si puo affermare che da ogni sottosuccessione di (Xp), si
pud estrarre una ulteriore sottosuccessione di v.a. le cui speranze matematiche conver-
gono a quella di X. Basta ora applicare il risultato elementare richiamato all’inizio della
soluzione dell’Esercizio 0.5.

S0.7 xv ¢lalegge dellav.a. X +Y, dove X e Y sono v.a. indipendenti di legge u e v
rispettivamente. Dunque

(1% v)(0) = E(@X 1) = E(e/®Xe!01)) ?E(e"("’x))E(e"(e’y)) = 2 (©)0(©O)

dove I’'uguaglianza indicata dalla freccia segue dalla Proposizione 0.5, ricordando che
X e Y sono indipendenti.

Se X = (X1, ..., Xm) & una v.a. m-dimensionale di legge u, allora la ~k-esima mar-
ginale, ux, non & altro che la legge di Xx. Dunque, se indichiamo con @ il vettore di
dimensione m di tutti zeri, tranne il valore 6 al k-esimo posto, allora

[1x(0) = E(e0%%) = E(e!®X)) = 1(0).

S0.8 1l vettore (X, X + Y) si pud ottenere come trasformazione di (X,Y) tramite
I’applicazione lineare associata alla matrice

()

Poiché (X, Y) ha legge N (0, ), per la proprieta delle leggi normali rispetto alle trasfor-
mazioni lineari-affini vista nel paragrafo 0.7, si vede che (X, X + Y) ha legge normale
di media nulla e matrice di covarianza

« (10 11\ _(11
GO (] 1 0 1) \12)
Analogamente il vettore Z = (X, 2X) si ottiene da X mediante la trasformazione
lineare associata alla matrice
1
A=(12)

che permette di concludere che Z & normale di matrice di covarianza AA*. Oppure si
sarebbe potuto calcolare direttamente la funzione caratteristica di Z: se 6 = (61, 62),
allora

E[e/®-2)] = E[e! @ +V202X] = exp(—% 6 + «/592)2) =

= exp(—% (62 +202 + 226, 02))
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da cui si riconosce facilmente che si tratta di una legge normale di media nulla e di

matrice di covarianza
1 V2
V2 o2 )

In particolare i due vettori (X, X+Y) e (X, +/2X) hanno le stesse leggi marginali (normali
centrate di varianza 1 e 2 rispettivamente) ma diverse leggi congiunte (le matrici di
covarianza sono diverse).

S0.9 Osserviamo innanzitutto che la v.a. (X; — X2, X7 + X») € gaussiana, essendo
ottenutada X = (X, X2) (che & gaussiana) mediante la trasformazione lineare associata

alla matrice
1 -1
(1),

Basta a questo punto verificare che la matrice di covarianza, I', di (X — X2, X1 + X2)
¢ diagonale: cio implichera che le due v.a. (X; — X», X + X2) sono non correlate e
cio, per le v.a. congiuntamente gaussiane, implica I’indipendenza. Tenendo conto che
(X1, X») ha matrice di covarianza uguale all’identita, usando la (0.10) si trova

=AA*=2].

Lo stesso argomento si applica alle v.a. Y2 = 1x, - ?Xz eY, = %Xl + §X2. 11
vettore Y = (Y1, Y2) ¢ ottenuto da X mediante la trasformazione lineare di matrice

I
(12.2) A=(‘/3 1 )
2 2

Dunque Y ha matrice di covarianza AA* = I e anche in questo caso Y; € ¥> sono
indipendenti. Anzi Y ha la stessa legge, N (0, /), di X.

Guardando meglio questo calcolo, abbiamo anzi provato una proprieta pill generale:
se X ~ N(0, I), allora, se A ¢ una matrice ortogonale (cioé tale che A~! = A*), AX ha
ancora legge N (0, I). La matrice A in (12.2) ¢ quella di una rotazione del piano di 5.

S0.10 Se X ~ N(0, I), allora
E(9¥)) = @r)=m/? f

= (zn)—m/zegwﬁ f e3P gy = 1o

m

e®xema gx = (271)""/26;1‘9'2/ e 20" gx =

m U

dato che I’integrale vale (2m)™/2, ricordando I’espressione della densita N (0, /) (vedi
(0.15)). Seinvece X ~ N (b, I"), allora sappiamo che X = I''/2Z +b, dove Z ~ N(0, I).
Dunque

E®X) = E(e@T'2Z+b)y = eOLEET'?0.2)) = o(0:b) g3 IT1207
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Ma [['1/20)2 = (T'1/29, T'1/29) = (T'1/2T°1/20, 0) = (I'0, 6).

S0.11 a) Calcoliamo la legge di eX con il metodo della funzione di ripartizione. Indi-
chiamo con @, , € fu. rispettivamente la funzione di ripartizione e la densita di una
legge N (i1, 02); per y > 0 abbiamo

P(eX < y) =P(X <logy) = @, . (logy).
Derivando otteniamo la densita di eX:

d 1 1 e
gu.o(¥) = dy )0 (logy) = fu,a(logy)—m%p(—%z(logy ) )

b) Se X ~ N (i, 02), allora si pud scrivere X = u+o0Z,dove Z ~ N(0, 1). Dunque,
usando I’Esercizio 0.10, per ogni p > 0,

E[(e¥)?] = E(eP?Z+P) = ePhear’e’,
Per p = 1 si ottiene la media, che vale dunque e“e%"z; per la varianza si ha
Var(e¥) = E(e2¥) — E(eX)? = e — (e“e"z/z)2 _ e’ (ea2 -1).

Da notare che i calcoli sarebbero stati pili complicati se avessimo provato a calcolare i
momenti integrando la densita della legge lognormale, il che avrebbe portato all’integrale

—+o0
f yPgu.o(y)dy.
0

S0.12 Se X ~ N(0, 1),

2 1 O a2 1 +oo
E[eX ] = JT?/ e ¥ 2dx = «/T_n,/ e G dx.
—o0 —00

L’integrale chiaramente diverge se t > }. Se invece t < }

+00 +00 2
-22(3-1 4 _f _— d
€ 2 X = cXp - X
f_oo oo ( 2(1=2n 1)

Riconosciamo nell’integrando, a meno della costante, la densita di una legge normale di
medlaOevarlanza(l 2t)~!. Dunque esso vale V2 (1-26)~72. Quindi E[¢***] = +o0
set>3e E[eX]=(1-2)""ser < 1. Ricordando che se X ~ N(0, 1) allora
Z =0 X ~ N(0,02), si ha E[e'?’] = E[e’”*X*]. In conclusione

1
3 selt > -5
R Py
set < 5.

V1-20% 20°
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80.13 a) E immediato calcolare le funzioni caratteristiche delle v.a. X, e il loro limite
per n — oo:
dx, (6) = elbn.0)o=3(Tu0.0)  _  oi(h,0)o—3(I0.0)
n—>0o0
e riconosciamo a destra la funzione caratteristica di una v.a. N(b,T")
b) Lav.a. X; halegge normale (¢ una funzione lineare-affine della v.a. normale Z;)
di media ax e varianza o 2.
Anche X» = ¢ X| + Z; é normale, come somma delle due v.a. oX; e Zz, che sono
normali e indipendenti. Poiché media e varianza sono date da

E(X2) =E(@X,) +E(Z) = a?x
R
=0
Var(X3) = Var(aX;) + Var(Z3) = a?0? + 02

se ne deduce che X, ~ N(a2x, (1 + «?)0?). Per ricorrenza si vede facilmente che
Xn~N(@"x,02(1 +a? +...+a?@=D)): supponiamo che cid sia vero per un valore n
e dimostriamolo per n + 1. Poiché X, = X, + Z,41 ¢ le due v.a. X, e Z,; sono
indipendenti ed entrambe di legge normale, anche X, ha legge normale. Restano da
controllare i valori della media e della varianza di X, ,1:

E(Xy+1) =E(@Xy) + E(Zp1) =a-a"x =o"t'x
Var(Xp41) = Var(@X,) + Var(Z,41) =« - o?(1 +a? +... + 20Dy 4 62 =
=o?(1+a®+...+a?).
Poiché |o| < 1 abbiamo a¢"x—0 pern — coe

0.2

X1+ +...+a2=Dy
n—oo | — o[2
Per il punto a) (X,), converge in legge a una v.a. N (0, "'3)

Il vettore (X,, X»+1) € gaussiano perché puo essere onenuto facilmente come tra-
sformazione lineare del vettore (X,, Z,+1), che & gaussiano dato che X, e Z,4, sono
indipendenti e gaussiane. Per calcolarne il limite in legge basta calcolare il limite delle
matrici di covarianza I',, (sappiamo gia che le medie convergono a 0). Ora

COV(X_.,. Xﬂ—H) e COV(XH! (XX" A er+1) = QCOV(X;U Xn) + COV(XJH ZH-I-T) =
=ca(l +a?+...+a?).

Poiché gia conosciamo il limite delle varianze (e quindi degli elementi sulla diagonale

di I'))), € immediato ottenere
2
p o l o
,,]l.ngo rﬁ - I :052 (Ot‘ 1 ) ’
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La legge limite & dunque gaussiana centrata e avente questa matrice di covarianza.

S0.14 11 risultato & ovvio per p < 2 (anche senza supporre le v.a. gaussianez). Supzpot
niamo quindi p > 2 e cominciamo con il casom = 1. Se X & centratae E(X<) =07, s1
pud scrivere X =0 Z con Z ~ N (0, 1). Dunque
E(X|?) = o? E(ZI") = o BOX)""
=5
Per m > 2 invece, usando il risultato ottenuto perm =1¢ datoche § > 1,

m m

E(XI?) <m3™ S E(Xil?) s opm?”! Y EQXiP)P <

i=1 i=1
" p/2 P_ 2 )
<emi (BOXD) T = cpmi T BAXP)
i=1

b) Intanto la convergenza in L? implica quella in L! e quindi quella gell‘a medie:
posto m, = E(X»), si ha limp—co mn = 0. Poniamo X, = Xp —my. Allora X, € centrata

€, per a),
E(1Xa|?) = E(1Xn + mal?) <277 (imal? + E(Xa|")) =
=27 (jmal” + cpmE(XaHP?) = 0.

S0.15 a) Si ha
Fy(t)=P(Y <t)=P(XZ <t) =P(XZ <t,Z=D+PXZ=<t,Z=-1)=
—P(X<t,Z=1)+P(-X <t,Z=-1)=P(X =0) +;P(X = -1).

Ma, con un cambio di variabile evidente,

1 +o00 _x2/2 1 ! _x2/2d —P(X <t)
P(XZ—t)=—E; (5 dx=\/57 ooe X = =
v _t —_—

(vedi anche la Figura 12.1 , per una spiegazione intuitiva).

-t 0

Figura 12.1 Le due superficie tratteggiate hanno la stessa area.
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Dunque, riprendendo il calcolo di Fy, P(Y <t) =P(X <t)perogniteReXeY
hanno la stessa legge. Si sarebbe anche potuto calcolare la funzione caratteristica di Y:
sempre usando I’indipendenza di X e Z,

E(eIGY) — E(eIGXZ) — E(eiGXZl{Z=I}) +E(e"9XZI{z=_1}) —
=E(@*11z=1)) + E( ¥ 1z=—1)) = JE**) + JE(e™"*¥) =
_ %e—ez/z + %6—92/2 —e0%/2,
b) Calcoliamo la funzione caratteristica di X + Y: E(e/9X+V)) = E(el0X(1+2),
Ripetendo il ragionamento di poco fa per la funzione caratteristica di ¥,

E(effX+1) — % + %E(eiZOX) _ % " %e—zez_

E facile vedere che questa non pud essere la funzione caratteristica di una v.a. normale:
ad esempio osservando che si tratta di una v.a. di media 0 e varianza 2 (si deriva la
funzione caratteristica in 0) e se fosse normale la sua funzione caratteristica dovrebbe
essere  — e, La coppia (X, Y) non pud quindi avere legge congiunta normale: se
I’avesse, anche X + Y sarebbe normale, essendo una funzione lineare di (X, ).

S0.16 a) Per ipotesi ¢, (0) — ¢(8) per n — oo, dove ¢ & la funzione caratteristica del
limite X. La funzione caratteristica di —X}, ¢ naturalmente ¢} (8) = ¢,(0). Dunque
quella di Y, & ¢y, (6) = |¢,(0)]%. Ne segue che ¢y, (6) — |$(@)|? per n — co. ¥ (0) =
| (#)|? & la funzione caratteristica di una v.a. della forma X — X’, dove X’ ha la stessa
legge di X ed & indipendente da X. Y, & gaussiana come somma di due v.a. gaussiane
indipendenti; essa hamedia O e varianza Var(Y,) = Var(X,)+Var(—X}) = 2¢2. Dunque
Y, ~ N(0,202) e dy, () = e=nt".

b) Posto Var(W,) = o2, allora sappiamo che si pud scrivere W,, = o Z,,, dove Z, ~
N (0, 1). Dunque avremmo, ponendo I = [-a, a],

PWoeD)=P(Z,e[-2,£]) - o

b
%" 9l pseo

Supponiamo che la successione (W,), converga in legge e, per assurdo, che le va-
rianze 02, non siano limitate. Esisterebbe allora una sottosuccessione (a,fk )i tale che
limy— oo 0,,2k = +o00. Se f ¢ unafunzione continuaa supporto contenuto in [—a, a], allora,
poiché —cl{_g.4) < f < cl|—qa,q] per qualche ¢ > 0, avremmo E(f (W,,)) - k-0 0. Se

indichiamo con v la legge della v.a. limite W, d’altra parte,

E(/ (W) > f £,

Dunque sarebbe uguale a 0 I’integrale rispetto a v di tutte le funzioni continue a supporto
compatto. Da ci0 si deduce v(I) = 0 per ogni intervallo limitato 7, il che & assurdo.
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¢) Poiché la varianza delle v.a. Y, definite in a) ¢ uguale a 2072, segue da b) che la
successione (0;2), € limitata. Indichiamo con M un suo maggiorante. Se la successione
(tn)n delle medie non fosse anch’essa limitata, esisterebbe una sotto-successione (fdn, )k
tale che tn, —k—oc0 +00 (per —oo, il ragionamento & simile). Per la disuguaglianza di
Chebysheyv, per ogni n > 0 si avrebbe

o M
P(Xnk =< Mnk —77) =< ? < ?
e, scegliendo 1 = \/fin,,
M
P(Xnk < Mn; — \/U«nk) =< [ k:;)oo 0.

Poiché la successione di termine generale i, — /fn, tende a +oc0, si avrebbe, per ogni
a eR,
P(X,, <a) — 0.
k—o0

Questo fatto, ripetendo il ragionamento di b), ¢ in contraddizione con I’ipotesi che la
successione (X, )x converga in legge (implicherebbe che la legge limite v da massa nulla
ad ogni intervallo limitato).

Dunque sia la successione delle medie che quella delle varianze sono limitate. Esiste
dunque una sotto-successione (74)k tale che

2 2
Mne = My g - 0

n
k— 00 K k—soo

per qualche valore p e 0. Si pud quindi calcolare facilmente la funzione caratteristica
della legge limite:

) 1.2n2 f _10_2 2
¢(9) = khm ¢nk(0) = kllm eleu”ke_za"ke = e’e"e gl ?
—00 —>00
e quindi la v.a. limite X ha legge gaussiana.
S0.17 La funzione
2
x - L e 202

. 14292
& 1a densita di una legge, p,2, normale N (0, 0?). Ora fi,2(0) =e™2° 9" ¢ dunque
im (,200)=1
01_1)1101+ 2 (0)
perogni 6 € R. Poiché la funzione che vale identicamente 1 &1a funzione caratteristica di

8o (massa concentrata in 0), per o — 04 p,2 converge a 8o strettamente, che €, appunto,
la tesi.
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S0.18 a) Per il Lemma di Borel-Cantelli la (0.19) ¢ vera se

> P(X, = (@logn)!/?) < +oo.

n=1

Grazie alla disuguaglianza del suggerimento (quella di destra)

1 2
P(X, > (alogn)'/?) = —— eV 2dy <
! V2 (e logm)!/2
< . 1 e—%cxlogn = — 1 .
2ralogn V2malogn no/?

Poiché § > 1, I’ultimo membro ¢ il termine generale di una serie convergente.
b) Sempre per il Lemma di Borel-Cantelli, basta mostrare che P(X,, > (2logn)'/?)
¢ il termine generale di una serie divergente. Per la disuguaglianza del suggerimento

P(X, > (2logn)'/?) > =-=
& ) ny/2x logn

L((2 logn)'/? + (210gn)—]/2)_1e_ logn
s
che ¢ il termine generale di una serie divergente.

¢) Le v.a. (logn)~'/2X, hanno media nulla e varianza, (log n)~!, che tende a 0 per
n — oo. Per la disuguaglianza di Chebyshev, per ogni o > 0,

(|| =) = dricgn 12 ©

Dunque (logn)~'/2X, —n—oc0 0 in probabilita. D’altra parte, per il punto b), si ha, con
probabilita 1,

X"_ > /2 per infiniti indici n
Jlogn

e non ¢ dunque possibile che la successione convergaa 0 q.c.

S0.19 Cominciamo col verificare la formulaper f = 14,con A € €. Intanto il termine di
sinistra vale evidentemente Q(A). D’altra parte siha 14 0 X = 1jxea): infatti X (w) € A
se e solo se w € {X € A}; dunque il termine a destra vale P(X € A) ed ¢ uguale a
Q(A) per definizione. Consideriamo ora I’insieme ¥ delle funzioni misurabili limitate
f : E — R perle quali la relazione della Proposizione 0.1 & vera. Si tratta di uno spazio
vettoriale di funzioni limitate e abbiamo appena visto che contiene tutte le indicatrici
degli eventi di €. Inoltre se (f»)» C ¥ ¢ una successione di funzioni crescente a f,
allora, applicando due volte il Teorema di Beppo Levi,

(12.3) /fdQ: lim/f,,dQ: lim /f,,onP:/fonP.
E n—>o0 E n—o0 Q Q



274 C_'apitolo 12. Soluzioni

Dunque, per il Teorema 0.11, 7€ contiene tutte le funzioni misurabili limitate e larelazione
della Proposizione 0.1 & verificata se f ¢ limitata. Per terminare occorre provare che f
& Q-integrabile se e solo se f o X & P-integrabile. Si pud supporre f > 0 (a meno di
decomporre f nelle sue parti positiva e negativa). Ma se poniamo f, = f An, allora
(f:)n converge crescendo a f e si osserva, sempre con una doppia applicazione del
Teorema di Beppo Levi, che vale la (12.3), per cui Iintegrale di f rispetto a Q & finito
se e solo se lo & quello di f o X rispetto a P.

S0.20 Come indicato nel suggerimento, la famiglia delle parti A € € tali che X 1(A) e %
& una o -algebra. Infatti valgono le relazioni

X~1(A) = X7 (A)

o :_oo “1(A).
X (HA,,) Jx"an

n=1

Questa o-algebra contiene la classe @ e quindi necessariamente anche €. Dunque
X~1(A) € & per ogni A € € e X & misurabile.

S1.1 a) X e Y sono equivalenti perché due v.a. che sono g.c. uguali hanno la stessa
legge: set,...,t, € T, allora

(Knyseeos Xe) # T Y= X0 # Y0}

i=1

e si tratta quindi di un evento di probabilita nulla, come riunione finita di eventi di

probabilitd nulla. Dunque, per ogni A € €®n i due eventi {(X,,,...,Xs,) € A} e
{(Yy,..., Y, € A} differiscono al piti per un evento di probabilita nulla ed hanno la
stessa probabilita.

b) Dato che le traiettorie dei due processi sono continue, se coincidono agli istanti di
un sottoinsieme denso, esse coincidono necessariamente su tutto 7. Sia {t;,t2,...} una
successione di tempi densa in T (T N Q, per esempio). Dunque

m{Xt =Y} = ﬂ{Xt,- = Yt,-}-

teT i
Poiché P(X,, = Y,) = 1 per ogni i, ne segue che P(X; =Y, per ogni t) = 1 e dunque i
due processi sono indistinguibili.
« Per il punto b), sarebbe stato sufficiente supporre i due processi continui a destra,
0 a sinistra.

S1.2 a) Per I’Esercizio 0.20, basta dimostrare che, per ognis > 0,{t <s}e ;. E ovvio
che {t < s} € Fy C Foo. Occorre poi verificare che, per ognit, {t <s}n{t <t} e F.
Ma,set <s,siha{r <s}n{rt <t} ={r <t} e %,.Seinvecet > s, {t <s}n{t <t} =
{t <s}e%Fs CF:.
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b) Siha
[ort<t={oc <t}U{r <t} eF.

¢ dunque o A T & un tempo d’arresto. In maniera simile si opera per o v T:
fovi<ti={o<t)n{r <t} e F.
¢) Se A € ¥y, alloraperognit Anf{o <t} e %, . Poiché {t <t} C {o <1},

An{zr<t)=An{o <rn{t <t} e %F.

—
. ] c%, €F,
d) Grazieac), Fs - € contenuta sia in %, che in %,. Mostriamo I’inclusione opposta.
Sia A € Ty N Ty allora A € Foo, AN{T <t} e F e AN{t <s} e F,. Sihadunque

Anfort<t)=An(o <tjuft <t =(An{oc <thUAN{T <) eF
e dunque A € Fsaz.

S1.3 a) Poiché (Y;), & continuo, per la Proposizione 1.4 basta mostrare che ¢ adattato alla
filtrazione (%,),. Fissiamo ¢ > 0. L’applicazione (@, s) - Xs;(w),w € 2,5 <1, F ®
R ([0, t])-misurabile, dunque per il Teorema di Fubini I’applicazione « — f()' X;(w)ds
¢ %,-misurabile e Y ¢ adattato.

b) Se A€ ¢ trascurabile, poniamo X} (w) = X;(w) su A, Xi(w) = 0 su A°. Poiché
supponiamo che lo spazio sia standard, A¢ € &, per ognit e X’ ¢ ancora progressivamente
misurabile; inoltre A’ = {a); fOT | X5 (w)|ds < +oo} = . Basta ora applicare il punto
a).

S1.4 a)Siha
Vi (Are) = (o lyr — Xi| < ).

Dunque 1//;1(A,,E) e %, poiché questo insieme ¢ I’immagine inversa tramite X, della
palla chilfsa di IR™ di centro y; e raggio &. Anzi w;l(A,‘e) € F.
b) Poiché le traiettorie sono continue,

W (U = (wi Iy — X, <eperognir e [0, Th= (] fwily — X, <s).
) ref0,71NQ
Dunque, grazie ad a), ¥/ 1(U,) appartiene a % come intersezione numerabile di eventi
di a &. Anche U, € %, poiché U, = (), Us,+1/»- Poiché € ¢ separabile, ogni aperto
di % & riunione al pitt numerabile d’insiemi della forma U,. Questi ultimi, al variare di
y €8, T > 0,& > 0, costituiscono quindi una classe, 9, che genera la o-algebra dei
boreliani. Basta ora applicare il criterio dell’Esercizio 0.20.

S2.1 a) Se Az € 6, ¢ fissato, le due misure su F;

Al — P(A1 n Az) € Al — P(Al)P(Az)
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sono finite e coincidono su 4;; esse hanno anche la stessa massa totale (= P(A2)). Per il
Teorema 0.4, esse coincidono su %1 e (2.8) & verificataper A; € F1e Az € %,. Ripetendo
questo ragionamento fissando ora A1 € & si ottiene che la (2.8) vale per ogni A1 € ¥
e Ay € %, ciog la tesi.

b) Indichiamo con (E;,€;) ¢ (Gi,%;) gli spazi misurabili in cui le v.a. X;, Y; pren-
dono i loro valori rispettivamente. Consideriamo la classe 61 degli eventi della forma

{Xl EA/lv---aXn eA;l}

al variare din > 1, Xq,..., X, € $, Al € %1, ..., A, € €,. Definiamo in modo simile
%, come la classe degli eventi

{Y1 € BY,...,Yr € Bi}

al variare di k > 1,Yy,...,Y € $, B} € %,...,Bi € 4. Si verifica subito che
%, ¢ %, sono stabili per ’intersezione finita e generano o (X, X € §) ¢ oY,Y ¢ §
rispettivamente. Inoltre la (2.8) ¢ soddisfatta per ogni A1 € 61, Az € 62. Infatti, se

A ={X1€ AL, ..., X, € Anl, Ay, ={Y, e B1,..., Y € By},
poiché le v.a. (X1, ..., Xn) e (Y1,..., ¥)) sono supposte indipendenti,

P(AlﬂAz):P(X1€A'1,...,X”eA,’l,YleB'l,...,YkeBﬁ)z
:P((Xl,...,X”)eA’lx...xA,’l,(YL...,Yk)eB’lx...xBL)z
CP((X1, .. Xo) € AL x ADYB((H, ..., Ye) € By x .. x BY) =

=P(A)P(A3).

Le due o-algebre o (X, X € $) e o (¥, Y e $) sono quindi indipendenti per il punto a).

¢) Perognisceltadi Xq,..., X, € $eYy, ..., Y e $,1a(2.9)implica Cov(X;, ¥;) =
0,1 <i<n1<j<kledueva Xi,...,X») e Mh,..., Y,) risultano dunque
indipendenti per il criterio d’indipendenza visto subito prima della Proposizione 0.10.
Si pud quindi applicare il punto b).

d) La condizione & chiaramente necessaria. Viceversa le condizioni a) e c) della
Definizione 2.18 sono immediate. Mostriamo che, per ogni s < ¢, lav.aa. By — By ¢
indipendente dalla o-algebra o (B, u < s): le v.a. B; — By, By, u < s formano una
famiglia gaussiana per ipotesi ¢ la (2.10) implica Cov(B; (1) — Bi(s), Bj(u)) = 0 per
ogniu <s,1<i,j<1esipud applicare il criterio del punto c).

S2.2 Sitratta di dimostrare che se Z1,...,Zy, € $alloralava. W =oZ1+...+
mZm + dm41 X ha legge gaussiana per ogni scelta di oy, ... ;1. Ma questo segue
immediatamente dalla Proposizione 0.10, dato che W ¢ limite in L2 delle va. W, =
01714 . ..+t Zin + s 1 X, che sono gaussiane per ipotesi. Basta ora osservare chela
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successione (X, — X), ¢ formata da v.a. gaussiane e converge a 0 in L?. La convergenza
ha dunque luogo anche il L? per ogni p per I’Esercizio 0.14 b).

S2.3 a) Lav.a. 2m-dimensionale (X, X,) ¢ gaussiana (Proposizione 2.2) ed ha media
(bs, by). Osservando che K, ¢ la matrice di covarianza di X,, 1a matrice di covarianza
di (Xs, X,) ¢ la matrice a blocchi

K K

K/,s Ks,s l

Lalegge di (X, X,) € quindi determinata dalle funzioni K e b. Allo stesso modo si vede
che,se 0 <t < ... <1, alloralava. (X;,...,X;,) ¢ gaussiana, ha una matrice di
covarianza con i blocchi K, sulla diagonale € i blocchi K, ,; fuori della diagonale ed
ha media (b,,, ..., b, ). Dunque le distribuzioni di dimensione finita sono determinate
daKeb.

b) Sitratta di dimostrare che, perognisceltadiO <ty < ... <fy,lava. (¥;,...,¥,)
¢ gaussiana. Ma questa v.a. si ottiene da (X, ..., X;,) mediante la trasformazione
lineare-affine x — Ax -+ z, dove

A, 0 .00 0
A=
0 ... O‘ Ay,
€Z=(zy4,...,2y). Sitratta quindi ancora di una v.a. gaussiana perché, come abbiamo

visto nel paragrafo 0.7, le applicazioni lineari-affini trasformano v.a. gaussiane in v.a.
gaussiane. La funzione di media di ¥ ¢ naturalmente E(Y;) = E(A/ X)) +z: = Aib + 24,
Per quella di covarianza conviene osservare che, se consideriamo X, come un vettore
colonna, allora K, = E((X; — bs)(X; — b,)*) (vedila (0.9)). Dunque, indicando con G
la funzione di covarianza di Y,

Gy = B((As(Xs = b)) (A (Xi = b)) = A K (AT

S2.4 Se y € G, poiché le traiettorie di X sono continue, 1’ integrale nella (2.11) ¢ limite,
per ogni w, delle somme di Riemann, cio€

X, = [ Xy (o) = lim 3 Xy T H2D

i=0

=1, (V)

Ora se ¥1,..., ¥m € G, allora il vettore I, = (I,(y1), ..., I,(¥n)) & gaussiano come
funzionelineare delle v.a. X;/,,i =0, 1, ... chesono congiuntamente gaussiane. D’altra
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parte lim, o0 In = (Xy,, - .., X,,,); poiché la convergenza g.c. implica quella in legge,
per ’Esercizio 0.16 lav.a. (X,,, ..., Xy,) ¢ gaussiana ¢ dunque (X, )y ec ¢ una famiglia
gaussiana.

b) Per mostrare che Y & un processo gaussiano basta osservare che si pud scrivere

Y, = f X, p(ds) = / X, y(ds)
0

dove dy = 1jg,qdu. Sipud quindi applicare il punto a).
¢) Y, & centrata per ogni ¢ poiché, per il Teorema di Fubini,

E(Y,):E( [0 Xudu(u))z fo E(X,) du(u) = 0.

Se poniamoKj,; = E(Y;Y;), allora
t s ' I s

Key =E( / X, dp(u) - / Xoduw) = f dpa(u) f B(X,X,) du() =
0 0 0 ‘ 0

(12.4) , s
:/ d,u(u)/ uAvdu(v).
0 0

Dunque

2 t
o =K, = f d,u,(u)/ uAvdu(v) =
0 0

=/'du<u)[“vdu<v)+/ du(u)/ wdp@) =L + b.
0 0 0 u

Per il Teorema di Fubini (come per le altre relazioni di questo esercizio)

12=/ d,u,(v)/ udu(u)=1.
0 0

Inoltre

/uvd,u(v)=/udu(v)/udr:/Mdr/ du(v) =/ dp(r,ul)dr
0 0 0 0 r 0

¢ quindi, usando la (2.12)

t u I t 1 t
I :f du(u)/ w(r, ul]) dr =/ dr/ w(r,ul)dpu(u) = 5/0 w(r, l‘])2 dar
0 0 0 r
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che conclude il calcolo della varianza di Y;. Per cercare una espressione piii esplicita per
Cov(Ys, Y;) = K, si ha, partendo dalla (12.4) e supponendo s < f,

KS,,=/de)/sumdu(v)+/tdu<u)/swvdu(v>=
0 0 K 0

= [ sprar+ [ awty [ vauo -
s 0

0

- / pQr, sP?dr + (s, t]) / w(r, s dr =/ w(r, thr(r, s} dr.
0 0 0

Giusto per completezza giustifichiamo la (2.12). In effetti 1(]r, 2])? non & altro che la
misura, rispetto a ¢ ® u del quadrato Jr, t]x]r, t], mentre I’integrale nel termine di destra
¢ la misura del triangolo ombreggiato nella Figura 12.2. La dimostrazione rigorosa si fa
facilmente col Teorema di Fubini.

t -

Figura 12.2

S2.5 Per la legge del logaritmo iterato esistono due successioni (1, )., (s,), decrescenti
a 0 e tali che q.c. per ogni n,

B’n Z ‘/(2 - E)tn loglog%

B, < —\/ (2 - £)s, loglog 1 -

In particolare B, < 0 < B;,. Poiché si pu0 scegliere 7, < s, < 1,41, per il teorema dei
valori intermedi # — By si annulla infinite volte in [0, &] per ogni £ > 0.

S2.6 a) Ser > s, poiché B, — B; ¢ indipendente da %,, la v.a.
X —Xs = (z, Br) —(z, Bv) = (z, B, — Bs)

¢ anch’essa indipendente da ;. Inoltre X; — X; = (z, B; — B;) ¢ gaussiana, come com-
binazione lineare delle v.a. B1(t) — Bi(s), ..., Bn(t) — By (s), che sono congiuntamente
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gaussiane. La varianza di X, — X, si calcola immediatamente, dato che si tratta di una
funzione lineare di B; — By. La (0.10) da

Var(X; — X,) = (t —s)z¥ 2= (t —=s)|zl* =1 —5.

Dato che la a) della Definizione 2.18 & ovvia, cid prova che X ¢ un moto browniano

rispetto alla filtrazione (%), .

b) Se X ¢ unmoto browniano alloralav.a. X;—-X, = A(B,— By) deveessere N(O, (t—
s)I). Essa & gaussiana, come funzione lineare di v.a. congiuntamente gaussiane, ¢ 13
sua matrice di covarianza & C = (t — s)AA* (vedi la (0.10)). Occorre quindi che sia
AA* = I, ovvero A* = A~1. A deve dunque essere ortogonale. D’altra parte, se questa
condizione & soddisfatta, X & un moto browniano rispetto alla filtrazione (%;);, dato
che X, — Xy, = A(B; — B;) ¢ indipendente da F, ¢ che la a) della Definizione 2.18 ¢

immediata.

S2.7 a) Per il principio di riflessione si ha, per 7 > 0,

Fu®) =P(r, < 1) =P(sup By > a) = 2P(B, > @) =2P(B1 > ar™ /%) =

s<t
2 [t
N2 Jar-12

2
e % dx,

che da la funzione di ripartizione di 4. Si tratta di una funzione derivabile, per cui 7,
ha densita

2 29, d a a a2
A _ | femat /T Y T e a/r.
fa@) = Fa(t) = — s dt Ji /27 1312

Si ha oo oo
E(JT) = Vif. @) dt = _ 9 =2 gt = too,
a 0 “ 0 “/ 27T t

poiché Pintegrando si comporta come 1 all’infinito. A maggior ragione E(rg) = +o00.

b) Per il Teorema 2.15, B, = By, — B, & un moto browniano indipendente da %, .
Se indichiamo con , il tempo di passaggio in a del moto browniano B, le due v.a. 7
¢ %, hanno la stessa legge ¢ sono indipendenti. Inolire & chiaro che 14 = T4 + 4. Per
ricorrenza si ha quindi che la somma di n v.a. indipendenti X1, ..., X, di legge uguale
a quella di 7, ha la stessa legge di 7,,4. Dunque la densita di (X1 + ...+ X,)n=2% vale

na (!2H'2

a 2
2p 2y 2 M o(addy G a2 f(p),
1 o 070) = e P EE) =

S2.8 a) Si tratta di dimostrare che, per ognis <t,lav.a. B, — B ¢ indipendente (_1a F..
Consideriamo la famiglia % degli eventi della forma ANG, con A € F, G €%. Sitratta
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di una famiglia stabile per I’intersezione finita ¢ che genera %; = %, v4. Per I'Esercizio
2.1 basta dimostrare che, per ogni boreliano C € B(R) e per ogni A € F;, G € 9, si ha

P{B; — B; e C}NANG) =P(B, — B; e O)P(AN G).

Ma questo ¢ evidente, dato che {B; — By € C}N A € %, ed ¢ dunque un evento indipen-
dente da G (9 ¢ &, sono indipendenti). Quindi

PU{B, —B; e C}NANG)=P({B; - B, e C}N A)P(G) =
=P{B; — B; e CHP(A)P(G) = P(B; — B, e C)P(ANG)

dove abbiamo usato il fatto che i due eventi {B, — B; € C}e A sono anch’essi indipendenti.

b) Dimostrazione molto simile alla precedente. Indichiamo con N la famiglia degli
eventi trascurabili di %. Allora la classe € degli eventi della forma AN G con A € F;
e G € N oppure G = Q & stabile per ’intersezione finita e genera %;. Ma, per ogni
boreliano C e %B(R), si ha immediatamente

P((B, — B, e CYNANG) =P({B, — By € C} N A)P(G).

Infatti se G € N entrambi i membri sono uguali a 0, mentre se G = €2 non ¢’¢ niente da
dimostrare. Per I’Esercizio 2.1 B, — B, € %, sono quindi indipendenti.

S2.9 a) Per la legge del logaritmo iterato, con probabilita 1 esistono dei valori di ¢
arbitrariamente grandi tali che X1(t) = /(2 — e)tloglogt (X; ¢ la prima componente
del moto browniano X). Esiste quindi, con probabilita 1, un tempo ¢ abbastanza grande
perché sia | X,| > 1 ¢ dunque 7 < +o0.

Indichiamo con v la legge di X.. Sia O una matrice ortogonale; posto ¥, = 0X,,
sappiamo (Esercizio 2.6) che Y ¢ ancora un moto browniano. Inoltre, poiché |¥;| = | X;|
per ogni ¢, T & anche il tempo d’uscita di ¥ da B. Dunque la legge di ¥ = OX;
coincide con quella di X, cio¢ con v. Dunque la legge immagine di v tramite O (che
definisce una trasformazione della superficie della sfera, 3B, in se stessa) ¢ ancora v.
Cid permette di concludere perché, come indicato nel suggerimento, ’unica probabilita
su dB con questa proprieta ¢ la misura di Lebesgue m — 1- dimensionale normalizzata,

b) Siano I' ¢ A boreliani rispettivamente di 0B e di R™; dobbiamo mostrare che
P(X: eIt € A) = P(X; e I')P(r € A). Ripetendo gli argomenti sviluppati in a), si
ha per ogni matrice ortogonale O

P(X:el,teA)=P(X, € OI', T € A).

Dunque su 9B la misura v4 definita da v4(I") = P(X,: € I', 7 € A) ¢ invariante per
rotazioni. Essa ¢ dunque della forma vy = ¢ - A ed evidentemente la costante ¢ &
determinata da cA(dB) = P(t € A). Dunque

P(r € A)

PX:elteA) =c-A(I") = A0 B)

A =P(X; e )P(r € A).
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$2.10 a) L’integrale che appare nella definizione di Z, & convergente per quasi ogni w,
poiché per la legge del logaritmo iterato, con probabilita 1, |B| < ((2+#)tloglog })1/2
per ¢ in un intomo di 0 e la funzione 7 — ¢~1/?(loglog })”2 & integrabile in 0+. Mo-
s~triamo che Z & un processo gaussiano, cio¢ che, per ogni scelta di f1, ..., tm, la v.a.
Z = (Zy, ..., Z,) ¢ gaussiana. Non si pud applicare immediatamente I’Esercizio 2.4
b) perché la misura L1 du non ¢ di Borel (da massa infinita a ogni intervallo contenente
0). Ma, per ’Esercizio 2.4 a), & gaussiana lava. Z® = (Zf;”, _ Z,(:]), dove

N

i B .

Z,(‘_”):B,,—/ “tdu i=1,...,m.
1/n u

Basta poi osservare che limy— oo 70 = Z q.c. ¢ che la convergenza g.c. implica quella

in legge. Se ne deduce che Z ¢ gaussiana, per I’Esercizio 0.16. Chiaramente inoltre
Zo = 0¢ Z, & centrata. Calcoliamo la funzione di covarianza. Se s <,

B(Z,z) = B[ (B - /0 B (s - fo ' Be )] =

S 13 t @ 5 ' B
= E(B:B) — mdv+ _L_(MdLH_ dv M"_)du:
0 i 0 0 uv

v 0
s s Is 5 t
:s—/ dv—fdu—f —du—f dvf
0 0 s U4 Jo 0

VAU
du:
uv

D

1
= —s —s(logt —logs) — I.

Calcoliamo I’integrale doppio:

£ v s 1
I:/dv/ ldu+/ dvf ldu_—_
0 o V 0 p U

=s+/l (logt —logv)dv =5+ slogt —slogs + s =25 +s(logt —logs).
0

¢ dunque E(Z, Z,) = s, che, grazie alla Proposizione 2.4, completa la dimostrazione che
(Z;); ¢ un moto browniano naturale.

b) 1l processo (Z;); & chiaramente adattato a (%), (vedi PEsercizio 1.3 a)). Per
mostrare che non si tratta un moto browniano rispetto a (F;);, ¢i sono vari modi. Ad
esempio, se lo fosse, Z; — Zs sarebbe indipendente da Bj, che ¢ una v.a. % -misurabile.
Invece si ha

"E(BB)) ;. _

114

E[(Z: — Zs)B;] = E[(B: — By)B;] - / —/ S du=-s 1og£ £0.

8
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¢) Per dimostrare che B; ¢ indipendente da %,, per I’Esercizio 2.1 ¢), basta dimostrare
che Z; ¢ indipendente da B, per ogni s < t. Ma questo ¢ immediato, perché

N E B" S
E(Z.B.) = E(B,B,) —/ (TB’J du=s _/ du = 0.
0 ! 0

Ripetendo I’argomentazione usata in a), si vede che Z; e B, sono congiuntamente gaus-
siane e poiché sono non correlate, sono indipendenti.

S2.11 a) Riprendendo ’argomento usato per il punto a) dell’Esercizio 2.10 si vede che
B ¢ un processo gaussiano. Perché sia un moto browniano naturale basta quindi che si
abbia E(B; B;) = s. Si tratta di un calcolo elementare, anche se¢ laborioso. Ses < <1

E(BIBs) e
! B —'IH ) -
=E<B,Bx)—/ E[Bs]—i]du—/ B[ 2 =B gy
0 0

1—u 1-v
s !
+/ dv/ E[B]_BI! BI_Bu]du:
0 0 1-v 1-u

Ts—sAu Sttt Av : "=
6 = Sl dv+/ dv/ —vtuAY
fo T—u /0 T—v LV Ta—wa-w

=S—11—12+13.

Con pazienza, datoche v —u Av =0peru > v,
5 f
1 V—UAV
L= | dv = —
. /0 /01—v T-na-u’

ot g v v—u
= dv — d —
/0 1-v /0 ”/0 d—od-w ™

: U—u 1 : 1-v
d — e ] J— a —
/(; (1—v)(1—u) & l—v/o1 1—udu_
1

- 1_v(v+(1—v)10g(1—v))zl—z—v—f-log(l—v).

Ora

In conclusione

St §
13:/ 1_Udv—/ log(1—v)dv = L + (1 - s)log(1 —5) + .
0 0

Datoche s < ¢,

"s—sAu Ss—u ) 1-s
[1:/0 _1——udu:_/0 1 du:/O 1—1 du=s+ {1 -s)log(l—ys)

— U —u
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percui I3 — I1 — I, = 0 ¢ quindi E(B,BS) —gs. Glialtricasis <1 <tel<s <tsi

trattano in manicra simile. .
b) B non & un (%,);-moto browniano: non ¢ neanche adattato alla filtrazione (%;);.

Infatti, pert < 1,

f
. B,
B, = B; +/ du+Bjlog(l —1).
o 1—u

- —

Ora la v.a. indicata dalla parentesi graffa ¢ &;-misurabile; se B, fosse %,-misurabile,
tale sarebbe anche la v.a. By, in contraddizione con il fatto che By — B, sia indipendente

da %,. . o
Per dimostrare che B & un moto browniano rispetto a (%;),, basta verificare che B, — B,

¢ indipendente da @,,pert > 5. Ora

Al Bl _ B”
1—u

B,—BFB,—BS—/ du.

sal
Dunque, se v < s,

""UE[B; By] — E[ By By]

1 —u

du =0.

E[(B: — Bs)By] = E[(B, — Bs)By] - /
S—— sAl
=0

Infatti nell’integrale E[ By B,] = E[ B, B,] = v. In maniera simile si trova

i [3[812] = EE.BNBIJ

E[(f?, - By)Bl] =tAnl—-sAl _lm e du =
al _
:t/\l—S/\l—/ . Ha’u:[).
sal —H

Dunque B, — By ¢ indipendente da ciascuna delle v.a. By, v < s ¢ By. Dunque, per
I’Esercizio 2.1 c), anche dalla o-algebra generata, cioe da ;.

S2.12 Siha .
)\(SA) :/ 1{B,eA}dt-
0

Quindi, per il Teorema di Fubini,
+-00 +c0
B(M(S4)) = E[/ 1{B,€A}dt] - / P(B, € A)df =
0 0

L I 12 Fico , kP
= / Qmt) "2 dt / e~ 2 dx = / dx / Qrt)"™%e" 2 dt.
0 A A ]
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Con i cambi di variabile s = 1 prima ¢ u = 1|x|2s poi, si ha

+00 x[2 0 m 12
f (277[)—111/2 e 2 dt = (27[)—111/2/ S_2+7 e_i“' Sds —
0 0

+w n
_ (27.[)—171/2/0 (I%lll_z_)—Z—l--i C_“%du _

|x

+m m
— ]T~m/22—1|x|2—m/ u—2+—2- e~ " du.
0

Ma I’ultimo integrale diverge (in 0+) se —2 4 7 < —1, ovvero se m < 2. Invece, se
m > 3, esso vale I'(% — 1).

S3.1 Le condizioni a) e b) sono chiaramente necessarie. Viceversa, in vista di applicare
il Teorema 0.11, sia 7€ lo spazio delle v.a. W, %-misurabili limitate ¢ tali che

(12.5) E(WX) = E(WZ).

Chiaramente ¥ contiene la funzione 1 e le funzioni indicatrici degli eventi in 6. Inoltre
s¢ (Wy), € una successione crescente di funzioni di # tutte maggiorate da un medesimo
elemento W* e ¥ e W, 1+ W, allora, si ha, per ogni n, Wy < W, < W*. Poiché sia W;
che W* sono limitate (come tutte le funzioni di ¥), applicando (due volte) il Teorema di
Lebesgue
E(WX) = lim E(W,X) = lim E(W,Z) =E(WZ).
n—00 n—oo

Dunque la condizione i) del Teorema 0.11 ¢ soddisfatta ¢ ¥ contiene tutte le v.a. o (6)-
misurabili limitate; dunque la (12.5) vale per ogni v.a. W 9-misurabile limitata, cio la
tesi.

§3.2 L’asserzione a) sembrerebbe intuitiva: aggiungere ’informazione %, che ¢ in-
dipendente da X e da %, non dovrebbe fornire informazioni supplementari utili alla
previsione di X. Per come I’esercizio ¢ enunciato, il lettore perd avra sospettato che le
cose non stanno proprio cosi. Cominciamo quindi col provare b); cercheremo poi un
controesempio che mostri che la risposta ad a) ¢ negativa.

b) Gli eventi della forma G N D, G € 4, D € &, formano una classe stabile per
I’intersezione finita, che genera 9 v 9 e contenente Q. Grazie all’Esercizio 3.1 basta
dimostrare che

E[E(X | 9)1enp] = E(X15np).

perogni G € 4, D € 9. Poiché D ¢ indipendente da o (X) v 4 (¢ quindi anche da §),
E[E(X | 91cnp] = E[E(X 16 | 9)1p] = E(XIG)E(ID)?E(chlD) =E(X1¢np),

dove 1 indica il passaggio in cui si usa I’indipendenza di D da o (X) v 4.
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a) 1l controesempio & basato sul fatto che & possibile costruire delle v.a. X, Y, Z tali
che le coppie (X,7Y), (Y, Z) ¢ (Z, X) siano ciascuna composta da v.a. indipendenti,
senza che le v.a. X, Y, Z siano indipendenti. Un esempio & dato da Q = {1, 2, 3,4}, con
la distribuzione uniforme di probabilita P(k) = }1, k=1,...,4¢elaoc-algebra F di tutti
i sottoinsiemi di Q. Poniamo X =112}, ¥ =lpg e Z = 1(3,4). Allora si ha

P(X=1Y=1)=P{L2}n{2,4) =P2) = % =P(X =1DPY =1).
In modo analogo si mostra che P(X =i, Y =j)=P(X =0i)P =) per ogni possibile
valore di i, j € {0, 1}, il che implica che X ¢ Y sono indipendenti. Allo stesso modo
si vede che (X, Z) e (Y, Z) sono coppic di v.a. indipendenti. Poniamo 4§ = oc¥)e
9 = o(Z). Allora la o-algebra G v @ contiene gli eventi

{1}={Y=0,Z=0}, {2}:{Y=1,Z:O},
By=(r=02z=1, @#==1,Z=1

e dunque 4v® = F. Dunque E[X | §vD] = X, mentre, poiché X ¢4 sono indipendenti,

S3.3 a) Ogni evento A € o (X) ¢ della forma A = {X € A’} con A’ e B(R™). Intanto
osserviamo che {X = x} & un evento di o (X), poiché {x} & un boreliano. Perché A sia
contenuto strettamente in {X = x}, A’ deve essere contenuto strettamente in {x}, il che
non & possibile, a meno che sia A’ = 2.

b) Se A & un atomo di g e Y non fosse costante su A, allora esisterebbero almeno due
valori distinti y, z che vengono assunti da ¥ su A. Ma allora i due eventi {Y =y} N A
¢ {Y = z} N A sarebbero %-misurabili, non vuoti e strettamente contenuti in A, contro
I’ipotesi che A sia un atomo.

c) Weo(X )-misurabile e quindi costante su {X = x}, come conseguenza dia)eb).
T valore ¢ di questa costante resta determinato dalla relazione

cP(X =x) = E(Wlix=x)) = BV Lix=x)) = / Y dP.
(X=x}

S3.4 a)SihaE(h(X) | Y) = g(Y), dove g ¢ tale che
E[r(X)¥ (Y)] = E[g(M)¥ (Y)]

Ma E[h(X)y(Y)] = E[h(Z)¥ (Y)] e dunque anche E(h(Z)|Y) =g).

b) Leva. (T1,T) e (T», T) hanno la stessa legge. Infatti (77, T) si pud ottencre
applicando alla v.a. (T3, T, + ...+ T,) Vapplicazione (s,7) — (s, + 1. (I, T) si
otticne applicando alla v.a. (T2, Ty + T3... + Tp,) la stessa applicazione. Poiché le due
va. (T, Th+...+ T e (T2, Th + T ...+ T,) hanno la stessa legge (hanno le stesse
marginali ¢ le componenti sono indipendenti), (T1, T) e (T2, T) hanno la stessa legge.
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Dunque E(Ty | T) = E(Tz | T) q.c., grazie al punto a). Per lo stesso motivo si ha
anche E(T} | T) = ... =E(T, | T) q.c. ¢ dunque, sempre q.C.,

RE(T |\ T) =E(Ti | T) 4+ ...+ BTy | T) =E(Ty+..+ T, | T) =BT |T)=T
S3.5 Siha

po(A) = QY € A) = EF(X1(yea) =E[EP(X1iyeqy 1 o (Y))] =
=EP[Liyen EF (X |0 (Y))].

Sappiamo che esiste una funzione f > 0 tale che EP(X | o(Y)) = f(Y). Con questa
scelta si ha

MMM=EWﬂthmki/fOMMNw-
A

Questa relazione prova simultaneamente le due affermazioni da verificare (1’ultima ugua-
glianza & un’applicazione della Proposizione 0.1, d’integrazione rispetto a una legge
immagine). La funzione f ¢ determinata dalla relazione

E(Xy (V)] = E[f ()Y (V)]

per ogni funzione ¥ misurabile limitata. Essa dunque non cambia se alle v.a. se ne
sostituiscono altre duc aventi la stessa legge congiunta.

S$3.6 a) Lalegge condizionale, n(y, dx), di X dato Y = y, deve soddisfare alla relazione

(12.6) ff(X) n(y,dx) =E(f(X) 1Y =y) =E[f(¢(Y)+Z) | ¥ =]

per ogni funzione boreliana limitata f. Per il Lemma 3.9, ]a quantita a destra nella (12.6)
vale B[ f (¢ (y) + Z)]. Dunque n(y, dx) ¢ lalegge di ¢ (y) 4 Z. (A voler essere precisi
questa relazione, cosi come la (12.6) sono vere per quasi ogni y, rispetto alla legge di
Y).

b) Sia Z = X — AY. Lacoppia (X, Y) & gaussiana ¢ lo stesso vale per (Z, ), che ne
¢ una funzione lineare. Dunque, per mostrare ’indipendenza di Z ¢ Y, basta verificare
che Cov(Z;,Y;) =0perognii =1,...,k, j=1,..., p. Supponiamo inizialmente, per
semplificare le notazioni, che le medie my e my siano nulle. La condizione di assenza
di correlazione tra le componenti di Z e di Y si scrive allora

0=EZY*) =E[(X - AY)Y*] =E(XY*) - AE(YY™) = Cxy — ACy.

Dunque A = CxyCy ! Se togliamo I’ipotesi che le medie siano nulle, basta ripetere lo
stesso calcolo con X —myx ¢ Y —my al posto di X e Y. Possiamo scrivere ora

X = AY +(X - AY),
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dove le v.a. X — AY e Y sono indipendenti. Grazie al punto a), la legge condizionale di
X dato Y = y & lalegge di Ay + X — AY. Poiché X — AY ¢ gaussiana, questa legge ¢
caratterizzata dalla sua media

(12.7) Ay +my — Amy =my — CxyCyl (my — ¥)
¢ dalla sua matrice di covarianza

Cx_ay = Cx —CxyA* — ACyx + ACyA* =
(12.8) _ Cx — CxyCy'Clyy — CxyCy ' Chy + Cxy Cy ' Cy Cy ' Cry =
= Cx — CxyCy ' Cxy,

dove ci siamo serviti del fatto che Cy & simmetrica ¢ della relazione Cyx = Cky-

c) Dobbiamo trovare una funzione dell’osservazione, Y, che sia una buona appros-
simazione di X. Sappiamo (vedi I’Osservazione 3.5) che la v.a. ¢(¥) che minimizza
lo scarto E[(¢(Y) — X)?] & la speranza condizionale ¢ (¥Y) = E(X | ¥). Dunque, se
misuriamo la qualita dell’approssimazione di X mediante ¢ (¥) misurando lo scarto con
la norma L2, la migliore approssimazione del valore di X ¢ E(X | Y). Riprendendo i
calcoli del punto b) con i valori

my =my =0, Cxy=1, Cy:1+02

si ottiene
y

1+o02
d) Posto ¥ = (Y1, Y2), y = (01, y2),sihamy =0,my =0,Cx =1¢

1+ 02 1
Cy = C = 3
y ( 1 1 +02> 5 xy=(1,1)

EX|Y=y)=

Si calcola immediatamente

col | 1+02 -1
Y TU+022-1\ -1 1402/}

Dunque la legge condizionale ha media

1 2y, _
CxyCy'y = 4(1,1)((1+")Y1 y2>_)’1+)’2

202+0 A+0Dy2=y) 2+02

¢ varianza

2

. 1 o2 2 ol
1-CxyCylChy=1-s5——0 D[ ,)=1- S = :
204 +0 ol 240 2+0

Esercizio 3.6 289

Nella situazione di c), la varianza della legge condizionale del segnale datal’osservazione
valeva invece 02(1 4+ o2)~ L.

¢) Si tratta di applicare la formula trovatainb)a X = (By,..., By,), Y = B1. Siha
immediatamente Cy =1, C, 1 — 1, mentre

I
Cxy =
rl‘ll
Dunque la matrice CX,yC)TIC;‘(YY ha #;¢; come elemento di posto ij. Dato che Cx ¢

la matrice (; A 1j);,j, la legge condizionale ¢ gaussiana di matrice di covarianza Cx —
vayc;1CX‘y =(t A 5 — l‘,'tj),',j ovvero

tl(l_tl) tl(l_t2) tl(l_tm)
hd—1n) n(-r) ... (-1t
31 (1 - tm) t2(1 - tm) N (1 - tm)
¢ di media (qui E(X) = 0, E(Y) =0)
hy
CxyCyly =
ImY

f) Ora invece

11 1 1 s
Cp— y T _
! (1 v)’ Cy v—1<-—1 1)’ Cxy = :
tlﬂ tm
per cui
tn 0
CX’yC;1: :
tl‘” 0
15} 0
CxyCylCxy=| 1 (fl f)
' . o I
tlﬂ 0

che & ancora la matrice di elementi #;7;. Dunque la matrice di covarianza della legge
condizionale ¢ la stessa che in c). E lo stesso vale per la media che ¢

ny

tllly
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In conclusione la legge condizionale non dipende né da x né da v ¢ coincide con lalegge
condizionale dato B; = y. Da un punto di vista intuitivo cio non ¢ sorprendente dato che
aggiungere I’informazione B, = x significa aggiungere I’informazione B, — B1 = x —y.
Dato che gli incrementi del moto browniano sono indipendenti dal passato sarebbe stato
ragionevole aspettarsi che 1’aggiunta di questa nuova informazione non avrebbe mutato
la legge condizionale. Anzi, questo fatto avrebbe potuto esscre ottenuto dircttamente
usando I’Esercizio 3.2 b).

S3.7 Grazie all’Esercizio 2.4 la legge congiunta 2 gaussiana. Per identificarla basta
quindi calcolare le medic ¢ la matrice di covarianza. Le due v.a. sono evidentemente
centrate. Calcoliamo le varianze

1 2 1 1 1 p1
E[(f Bsds)]zE[/ Bsds-/ B,dt]:E[/ f BSB,dsdt]z
4] 1] 4] 0 0
1 1 1 t 1 1
:/ /S/\tdsdt=/ dt/ sds-}-/ dt/tds=11+12.
0 0 0 0 0 t

Si calcola facilmente
12 1
I = —dt ==
! fo 2 6

e analogamente I = %; dunque la varianza vale %— La varianza di By vale naturalmente
1, mentre per la covarianza si trova

1 1 1 1
E[& / B, ds] - / E(B1By) ds = / sds = -
0 0 0
Ta matrice di covarianza di By € fol B; ds ¢ dunque
(1)
11
2 3

La migliore stima in L2 del valore di By sapendo che fol B, dt = x & data dalla media
condizionale che (vedi Esercizio 3.6 b)) vale 3x.

[\

S3.8 a) Poiché n ¢ indipendente da B,, Cov(n, Ys) = Cov(n, ns)+ Cov(n, o Bs) = sp2.
Per lo stesso motivo

Cov(Ys, Y;) = Cov(ns, nt) + Cov(o Bs, 0 By) = st,o2 + (L; A t)az.

b) Basta osservare che (1, B, = 0) costituisce una famiglia gaussiana. Dun-
que per ogni ty, ..., Iy il vettore Y., Y, ¢ gaussiano come funzione lineare di

(n, Brl, cees Br,,,)-
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¢) X deve soddisfare, per s < ¢, alla relazione Cov(n — AY;, ¥s). Ma
Cov(n — AYy, Ys) = Cov(n, Ys) — Cov(AY;, Ys) = sp? — A(stp? +s502)

e dunque deve essere
2
= ——-p .
o2 tp?
Con questa scelta di A, la v.a. Z = 5 — AY; ¢ non correlata dalle v.a. Y, s < t. Poiché
queste ultime generano la o-algebra 6, ¢ (1, ¥;,t > 0) ¢ una famiglia gaussiana, per
I’Esercizio 2.1 ¢) Z ¢ indipendente da ;.

d) Poiché Y, ¢ %,;-misurabile ¢ Z ¢ indipendente da 4;,

B |9, = E[AY, + Z | 6] =AY, + E[Z] = AY; + B[y — AY,] =
p*Y; (1 ot ) _ PV +a?pu
o241p2)  o241p?

o2 41p?

Sihalim/ 4o +B; = 0 q.c. per la legge del logaritmo iterato, dato che, per ¢ grande,
|B;| < ((2+ &)t loglogt)!/?; quindi

2 a
: R =Y o pe
,_1>1£rnoo Enl1%]= lim ——— lim

400 02 4 1p2 15100 G2+ 102 (mt+oB)=n qc

S3.9 Mostriamo che la v.a. |X| ha densita. Per ogni R > 0 si ha, in coordinate polari,

P(X| < R) = f

{Ix|=R}

R
fx)dx :/ dG/ g(p)p"tdp =
Su1 0

R
=wn_1/ g(p)p" tdp
0

dove S,_1 ¢ la superficie della sfera di R” e w),..; indica la misura n — 1-dimensionale
di S,_1. Se ne deduce che | X| ha densita

81 (t) = a)n—lg(t)[”_l-

Sappiamo che ogni v.a. W o (| X|)-misurabile ¢ della forma W = h(|X|) e dunque,
sempre in coordinate polari,

E[$ (X)W] = E[¢ ()R (X])] = / 6 ()h(xDg(x]) dx =

_ /S o / 6 (0, 6)h(0)g(0)p" 1 dp =
n—1

wll

1
—1/; d9/¢(t’9)h(f)gl(t)dt=

- [nom (o= [ se.0d0) ~EGQX)W)
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dove .
() = — ¢(t,0)do.

Wp—1 Sp_1

Dunque

E@(X) 11X =¢(1XD  qc.
(6 (1) ¢ la media di ¢ (¢, -) sulla superficie della sfera di raggio 1).

$3.10 a) Se G = {E(Z | 9) = 0}, allora G € § e quindi E(Z1¢) = E[E(Z 19)15] =0.
Poiché Z > 0, cid implica Z = 0 su G ¢ dunque {Z = 0} D {E(Z | §) = 0} q.c. Inoltre

E[ZY | 4] =E[Z1{z>0Y | 4] =< ElZlgzi9>0Y | 9] = E[ZY | 4]k z19)>0)-

Poiché 1a disuguaglianza opposta € ovvia, la (3.15) ¢ provata.

b) Evidentemente Q(Z = 0) = E(Z1{z=0)) = 0. Poiché gli eventi di probabilita
nulla per P sono di probabilita nulla anche per Q, siha {Z =0} O (E(Z %) =0} Q-qg.c.
Dunque Q(E(Z %) =0) <Q(Z =0) =

Per ogni v.a. W %G-misurabile limitata,

Poiché all’interno della speranza matematica a destra Z & la sola v.a. che non sia §-
misurabile,

_ _E(YZ19) B - 0
_E[——E(Z 5 E(Z|<§)W] —E[E(YZ | 9)W] = E(YZW) = EQ(Y W).

Dato che il secondo membro nella (3.16) ¢ G-misurabile, la (3.16) & verificata.

o Nella soluzione dell’Esercizio 3.10 abbiamo lasciato un po” in sordina un punto delicato
che richiede molta attenzione. Bisogna sempre ricordare che una speranza condizionale
(rispetto a una probabilita P) non ¢ una v.a., ma una famiglia di v.a., che differiscono tra
di loro solo per insiemi P-trascurabili. Qumdl la quantita EP[Z | ‘@] va considerata con
cautela quando si ragiona rispetto a una probabilita Q diversa da P, dato che potrebbe
succedere che un evento P-trascurabile non sia Q-trascurabile. In questo caso non ci
sono difficolta perché P >» Q.

S3.11 Si tratta di dimostrare che, per ogni A’ € BR™), D € D
P({X e A'}n D) =P(X € A)P(D).

Poiché 1(xecary = 1a(X), questa relazione & provata se mostriamo che le vaa. 14(X) ¢
1p sono indipendenti. Mostriamo anzi che, per ogni v.a. W reale @-misurabile, le v.a.
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X e W sono indipendenti. La funzione caratteristica della coppia Z = (X, W) calcolata
ng=(@,1),reR" e, vale

E(ei(H,Z)) — E(ei(A,X)eiIW) — E[eiIWE(ei()\,X) | @)] _ E(eiIW)E(ei(A,X))

¢ X e W sono indipendenti per il criterio 7 del paragrafo 0.6.

S3.12 a) Basta osservare che le g-algebre ) = o (B1(u), u > 0) ¢4y = 0 (Ba(u), u > 0)
sono indipendenti (vedi paragrafo 2.6) ¢ T € 9,-misurabile.

b) Usiamo il Lemma 3.9. Indichiamo con B I’applicazione da 2 in € = %(IRJr R)
che ad ogni w associa la traiettoria ( — By (f, w)) e con i I"applicazione RT x 6 — R
definita da ¥ (¢, x) = f(x;). Allora f(B1(t)) = ¥ (t, By). Per il Lemma 3.9

B[/ (Bi1(v)) | o(0)] =E[¢ (7, B1) | 0 (1)] = @(7)

dove
1 +00

V2t J e

¢) Seriusciamo a determinare una funzione g tale che, perogni f : R — R boreliana
limitata si abbia

® (1) = E[¥ (¢, B1)] = E[f (B1()] = ) e dx,

+00

E[f(B:)] = fx)g(x)dx

—0o0

allora, per la regola d’integrazione rispetto a una legge immagine, Proposizione 0.1, g &
la densita della legge di B.. Ora, se con u, indichiamo la legge di z,

E[f(B:)] = E[E[f (B1(1)) | 0 (D)]] = E[®(7)] =

+o0 1 +o0 /2
= ———du.(t e
/0 g WP () . fx)e” x.

pr ha una densita rispetto alla misura di Lebesgue, che ¢ stata calcolata nell’Esercizio
2.7. Sostituendone 1’espressione e applicando il Teorema di Fubini si trova

E[f(B:)] = L8 ey [ fx)e g
: 0 2wt 27w 13/? - He t =
+
o " i [ L i g,
21 —0 0 12 .

Con il cambio di variabile s = 1 si completa il calcolo facilmente:

BUGB) =5, [ f@ax / e—%“’zﬂzhds:; @
= 0
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Se ne deduce che Bi(t) ha densita

g(x)

= (a2 + x2) '
Per a = 1 & quella che si chiama una legge di Cauchy.

S4.1 Se X & una supermartingala allora, per ognit > s, si ha B(X, | &) = X, g.c.
Quindilav.a. U = X; —E(X,; | %) &€ > 0 q.c.; maessa ha media nulla, poiché

E[E(X; | )] = BX;) = E(X).

Se ne deduce che U = 0 g.c. (unava. > 0edi media nulla ¢ = 0 gq.c.). Dunque
E(X; | %) = X; q.c. per ogniz > s.

S4.2 Se X & una martingala la proprieta & una conseguenza del teorema d’arresto (Co-
rollario 4.4). Viceversa, per mostrare la proprieta di martingala, occorre provare che, se
t > s,perogni A € F;

(12.9) E(X/14) = E(X;14).

I’idea & di trovare due tempi d’arresto limitati t1, 72 tali che dalla relazione E[ X ] =
E[X.,] si ricavi la (12.9). Scegliamo, per A € F; fissato,

s seweA
t sewe AC

n() =
e T = t; 71 ¢ un tempo d’arresto; infatti
g seu<s
(ti<u}=3A ses<u<t
Q seu=>t

e dunque, in ogni caso, {11 < u} € T, perogniu. Ma Xy = X;1la+Xilge € la relazione
E[X.,] = E[X,] siscrive

E[X14] +E[X,14c] = B[ X ] = E[X/] = E[X/1a]+ E[X:14¢],

da cui, sottraendo, si ricava la (12.9).

S4.3 a) Se s < t, poiché I’evento (M, = 0} & ¥F,-misurabile, si ha
E( =0y M) = E(lym,=0yM5) = 0.

Poiché M; > 0, deve essere M; = 0 q.c. su {M; = 0}, cioé il risultato cercato.
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b ) Sia v = inf{r; M, = 0}; si tratta di provare che P(z < T) = 0. Per il tecorema
d’arresto, poiché M & continua, M, = 0 su {r < T} e quindi

E(M7) = E(Mrp:) = E(Mr1cs1))

Poiché My > 0 q.c., deve essere P(t > T') = 1, ciog la tesi.

S4.4 a) Si ha, ricordando I’Esercizio 0.10,
(B —L a2 —L2 *.B L2 g2
E(e My = e MR (e By = g3 MM = g
b) Sia s < r. Poiché B; ¢ Fs-misurabile mentre B, — B, ¢ indipendente da F;,

E(X, | Fy) = B(e® B+ Bi—BI=3 M2 | gy —
— MBI BeWB—Bs) | gy — ¢ BI=3 P B Bi-By)y

11502, 1192
= W B =g AP 3P (=) _ (BI=FIMs _

c ) Per la legge del logaritmo iterato si ha B;(w) < ((24 ¢)tloglog?)'/2, per ¢
grande. Dunque AB; — 3|t — —oco q.c. pert — +oo €

_ipp
X, =B g qe.

t—>—+400

d) S.e la martingala (X,); fosse uniformemente integrabile, essa convergerebbe a 0
anche in L!. Ma cio non & possibile, perché E(X,) = E(Xq) = 1 per ogni ¢ > 0.

S4.5 In realta il primo punto & gia stato provato nel paragrafo 4.6, vedi I’Osservazione
successiva al Teorema 4.24. Facciamo comunque una dimostrazione diretta. Se s < ¢,
poiché B, ¢ &,-misurabile mentre B, — B, € indipendente da %,

E(Y; | %) =B[(Bs + (B — BY))? | F] —t =
=E[B?+2B,(B; — B;)) + (B; — By)? | %] -1 =
= B} +2B;E(B: — B; | F;)+ E[(B, - B,)’] -t = B =5 = ¥.

'

=0 =f—s

Per la legge del logaritmo iterato, come in c) dell’Esercizio 4.4, si ha ¥, — —oo per

t — 4o0. (¥;); non pud essere uniformemente integrabile perché allora convergerebbe
g.c. ein L1,

S4.6 a) Siha

E[(M, — M,)*] = E[E[(M, — M)? | F;]] = B[E[M? — 2M, M, + M? | %,]] =
= E[M? — M?]
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poiché E[2M, M; | &) = 2ME[M, | F] = 2M?2.
b) Supponiamo My = 0 per semplicita. Cio ¢ possibile perché le due martingale
(M), e (M; — Mg), hanno lo stesso processo crescente. Osserviamo che il processo

crescente proposto si annulla in 0. Si ha poi

B{M? | %] = B[(M, — M, + M,)* | %] = E[(M, — M) +2(M, — Ms)M; + M} | Fs).

Ma E[(M; — M,)? | %] = E[(M; — M)?] = E[M? — M?], poich¢ M ¢ a incrementi
indipendenti mentre E[(M; — M)M, | F;] = MsE[M; — My | %] = 0. Dunque

E[M? | %] = M} + E[M} — M{]

da cui segue che Z, = M? — E(M?) ¢ una martingala, ovvero che (M), = E[M?2].

¢) Supponiamo che (M;), sia una martingala continua di quadrato integrabile rispetto
alla filtrazione (%,),. Sappiamo gia che il processo crescente rispetto alla filtrazione natu-
rale ¢ A, = B(M? — M2). Questa questione sarcbbe una conscguenza dell’Osservazione
successiva al Teorema 4.24 se le due filtrazioni (%), ¢ quella naturale) fossero com-
pletate con gli eventi di probabilita 0 di%. Altrimenti basta completarle e osservare che,
per I’Osservazione p. 55, (M;), resta una martingala rispetto alle filtrazioni completate.

d) Sappiamo (Esercizio 2.1 ¢)) che M; — M ¢ indipendente da 4; = o (Xy, u < 5)
se e solo se, per ogni u < s,

E[(MI - MS)MU] == E[Mr - Ms]E[MM] =0.

Ma questa relazione segue immediatamente dal fatto che M ¢ una martingala. Poiché il
processo crescente (M) ¢ deterministico, se t > s,

B(efMi— 302 | gy = OMi— 307 M) B (OMi—Ms) | gy

Ma M, — M, ¢ indipendente da %; e, ricordando I’Esercizio 0.10,

B(e?Mi—Ms) | gy = F(ef MMy = 3OPEI(M,—M)?]

poiché M, — M, & gaussiana ¢ centrata. Poiché E[(M; — M,)*] = E[M? - M?] =

(M) — (M)s,
E(GBM,—%GZ(M), | 6,) = e&Mx—%BZ(M);.

S4.7 a) Per il teorema d’arresto siha 1 = Mg = E(M;az, | %Fo). Se 1, = +00

lim M//\T

= lim M, =0
—+00 f—>+400

mentre se T, < +00 My, = My, = apert — +oco (la martingala € continua). Mettendo
insieme i due casi possibili, si ha la (4.18). ;
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b) Sia @ > 1. Poiché la martingala (M., ) ¢ limitata (¢ compresa tra 0 e a) ¢
E(M;az,) = E(Mp) = 1, per il Teorema di Lebesgue,

1= lim E(Mt/\r,,) = aP(Ta < +OO) = aP(M* > a),

t——+400

ovvero

(12.10) P(M*za)=1=P(U <1)=p(

za).

o=

Ledueva. M*e % hanno la stessa funzione di ripartizione e dunque la stessa legge.

¢) Dall’Esercizio 4.4 sappiamo che M, = €208:=20% & una martingala continua che
tende a zero per t — +o0. Grazie a (12.10) la funzione di ripartizione di X* si calcola
subito

P(X* < x) = P(20X* < 20x) = P(sup 20Bi—26% _ e%') _

=0

= P(M* < SZGX) -1- P(M* ~ e29,\') —1- e—29x

e dunque X* ha legge esponenziale di parametro 26.

S4.8 Sia A > 0; sappiamo dall’Esercizio 4.4 che M, = Mi33 g una martingala. Allora
(M, ~r), € una martingala limitata perché By o, < a ¢ dunque My Ar < e*. Dunque si
pud applicare il Teorema di Lebesgue e, ricordando che 7, < 400 g.C,,

1=B(Mg) = lim B(e*Ban— 3220y — ehap[e=341]
[—>—4+00

che da E[e‘%*zfﬂ] =e~*9, ovvero la (4.19). La trasformata di Laplace vale +oco su R*
come conseguenza del fatto che E(r,) = 400 (vedi Esercizio 2.7), grazie alla disugua-
glianza 7, < Je%™. Se X1,..., X, sono v.a. iid., tutte di legge uguale a quella di 7,
allora la trasformata di Laplace di n=2(X1 + ...+ X,,) &, per 6 <0,

(exp(—a,/ "’1—229))" — v

Le leggi delle v.a. n=2(X1 + ...+ X,) e X1 hanno la stessa trasformata di Laplace ¢
dunque coincidono; cid mostra che la legge di 7, ¢ stabile di esponente %

S4.9 a) Abbiamo gia visto piti volte che il tempo d’arresto ¢ g.c. finito, grazie allalegge
del logaritmo iterato per esempio. Poiché B ¢ una martingala, per il teorema d’arresto,
Corollario 4.22, si ha

0 =E(Bo) = E(Bar)-
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Facendo tendere 1 — o0 ¢ usando il Teorema di Lebesgue (si usano le disuguaglianze
ovvie —a < B;,r < b) si ottienc

0 =E(B;) = —aP(B; =—a) + bP(B; =b) =
— —aP(B; = —a)+b(1 —P(B; =—a)) =b—(a+b)P(B; = —a)

da cui

b a
P(Bf:—a):m P(Brzb):a+b

b) Ripetendo il ragionamento di a) si ha 0 = E(X;n:) = B(B%, — (t A 7)) e dunque
E(B2,) =E(@ A 1).

Passando al limite, a sinistra con il Teorema di Lebesgue ¢ a destra con quello di Beppo

Levi, si trova . ;
_ 2 a@*b+b%a
E(r) =E(B?) = —F = ab.
' R 1
$4.10 a) In maniera simile all’Esercizio 4.4 si mostra che il processo M; = eiMBH A%

¢ una (%,),;-martingala (complessa):

1,2 . " 1,2, i ~
E(M, | F;) = ezt rE(erkBA-e:A(B,—BI) | Fy) = e2? 'e'ABXE(e’)‘(B' B:)) _
1321 B, mir2(—
= ei}\ fel)\Bxe 2)\ (r—s) _ Ms-
Ci0 implica che la parte reale di M € anch’essa una martingala e basta osservare che

1
Re M, = cos(AB;) S
b) Applicando il teorema d’arresto al tempo di arresto limitato o, At si ha

(12.11) 1 = E(X0) = E[cos(A B, nr) e%;\Z(a,,/\r)]‘

Ma |B,,n| < a; dunque, con le condizioni imposte a A, |ABg, Al < % e ricordando

I’andamento della funzione coseno, cos(ABy, ;) > cos(ra) > 0. Se ne deduce che
E(e2*©@a")y < cos(ha)~! e, mandando ¢ — oo, per il Teorema di Beppo Levi la v.a.
¢34 ¢ integrabile. Grazie alla maggiorazione

1,2 1,2
0 < COS()\.BG-“/\r)Cz}\ (oanl) < CZA [

si pud applicare il Teorema di Lebesgue per ¢ — o0 nella (12.11). Poiché o, < 400

g.c. ¢ By, = a, si oftiene
1

-l—Azaa _
E(e2™™) = cos(Aa)
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da cui, sostituendo 6 = 312, si ricava la (4.20).
¢) Lasperanza matematica si puo ottenere come derivata della trasformata di Laplace
all’origine; quindi
d 1 )
49 cos(a/20) lo=0

Questo risultato cra stato gia ottenuto nell’Esercizio 4.9 b). Infine si verifica facilmente
che, per p > 0 e e > 0, si ha x? < c(e, p)e* per x > 0 (basta calcolare il massimo
di x — xPe™%, che & c(g, p) = pPe~Pe~?). Dunque of < c(e, p)e®9s. Basta ora
scegliere un ¢ qualunque con 0 < & < .

d) Intanto si vede subito che § = 0 non ¢ autovalore, perché le soluzioni di $u” =0
sono funzioni lineari-affini, che non possono annullarsi in due punti distinti senza essere

identicamente nulle. Per 8 # 0 ’integrale generale dell’equazione

E(o.) =

%u”—@u:O

¢ dato da u(x) = cle"m + cze""ﬁ—e . Le condizioni al bordo impongono alle costanti

le condizioni
cle"m + cze_“m =0

cle_“‘/Z_e + cze"‘/z_e =0.

Questo sistema, nelle incognite ¢, ¢z, ammette soluzioni diverse da quella nulla se e
solo se si annulla il determinante della matrice

eav20  o—av20
(e_”m e”m>

ovvero se e solo se €29V — e=2v20 — (), Cio¢ deve essere da~/20 = 2ikm perk € Z.
Quindi gli autovalori sono i numeri

k%72
—_—— k=1,2,...
8a2 1, 3

Sono tutti negativi ¢ il pid grande ¢ naturalmente — 2.

S4.11 a)Ses <te A € & C F,, allora si ha Q(A) = EP(Z:1,4), ma anche Q(A) =
EP(Zs14), € quindi E¥(Z; | %) = Z;.

b) Siha Q(Z; = 0) = EP(Z,1{2,=0}) = 0 ¢ dunque Z; > 0 Q-q.c. Inoltre, poiché
(Esercizio 4.3) {Z, > 0} C {Z; > 0} q.c., allora, per ogni A € F;,

EQ(14Z7Y) = E®Uanz>00Z ) =P(AN{Z, > 0) <P(AN{Z; > 0)) =
=E14Z; Y
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e dunque (Z; 1), & una Q-supermartingala.
c) Seperdipin P « Q,alloraP(Z, =0)=0¢

EQZ HY=E'(ZZH =1

La Q-supermartingala (Z,), ha dunque speranza matematica costante ed ¢ una Q-martin-
gala per il criterio dell’Esercizio 4.1. Alternativamente ¢ immediato verificare che

¢ (Z7'); & una martingala per il punto a).

S4.12 a)Se A € F;,alloraAn{t =nleF, e

[oe] o0
E(X14) = Y B(X1anp=n) = Y EXulange=n) =
n=0 n=0

[ee]
=Y B(X:1anr=n) = E(Xc1,).
n=0

b) Se (z,), & una successione di tempi d’arresto decrescente a 7 e tale che 7, prenda
un insieme discreto di valori (vedi il Lemma 2.16), allora ripetendo la dimostrazione di
a) si ha E(X | %) = X.,. Poiché (X;); € continuo a destra, X, 5 per n — oo.
Inoltre la famiglia (X, ), & uniformemente integrabile per la Proposizione 4.14 ¢ quindi

X, Ei X:. Poiché E(X | %;) = E[E(X | %) | ¥] se ne deduce che
E(X | %)= E(Xr,, | Fr) n—_>>oo E(X: | %) = X-.

S5.1 Indichiamo con ¥ lo spazio vettoriale delle applicazioni ¢ : 2 — R, limitate, tali
che x — E*¥(®d) sia misurabile e

EXS (D) = / E5S(®) pu(dx).
E

# soddisfa immediatamente la condizione i) del Teorema 0.11, per il Teorema di Beppo
Levi. Esso contiene inoltre le indicatrici degli eventi I" della forma {X,, € Aq,..., X,, €
Ap}, grazie alla (5.4). Dunque contiene tutte le v.a. limitate e misurabili rispetto alla
o-algebra generata dalle v.a. X, > s e in particolare le funzioni indicatrici degli eventi

digs,.
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§5.2 La verifica immediata: se s <1, poiché %, > %Y, si ha q.c.

P(X: € A19) =E(Lix,ea) 1 4s) = E[E(Lix,ea) | F5) | 5] =
E[p(s, 1, X5, A) | 4] = p(s, 1, X5, A)

poiché lava. p(s,t, X;, A) & gia §;-misurabile.

S5.3 a) E chiaro che ¢ soddisfa alle condizioni i) ¢ ii) della Definizione 5.1. Con
le notazioni del suggerimento, la relazione (Qs,f) o ® = P, (fod) ¢ immediata
se f = 14,A € 9. In questo caso infatti, sc s < ¢, per la (5.34) e ricordando che
Tao® =1g-104),

Psi(fo®)(x) = p(s,t,x, D7H(A)) = q(s, 1, D(x), A) = (Qs.r f) 0 D ().

Si estende poi questa relazione a tutte le funzioni f : G — R misurabili limitate con il
solito Teorema 0.11. I’equazione di Chapman-Kolmogorov & ora immediata: per ogni
funzione f : G — R misurabile limitata si ha

Q.v,u(Qu.rf)oq) = Ps,u((Qu,rf)Oq)) . Ps.u(Pu,I(fOCD)) = Px,r(focb) = (Qs,rf)ocb

da cui si ricava la relazione Oy, (Qurf) = Qs f perché & & surgettiva. Resta da
verificare che per il processo Y vale la proprieta di Markov. Perogni A e Ges < rsiha

P(Yf € A l g&) = P(Xf € qD_l(A) | gf) . p(s’ t’ Xsa q)_l(A)) Zq(S, t, Y\,A)

b) Occorre mostrare che sono soddisfatte le condizioni di a) quando X & un moto
browniano ¢ ®(x) = |x —z|. Cio ¢ abbastanza intuitivo per le proprieta d’invarianza
per rotazione della funzione di transizione del moto browniano (vedi la Figura 12.3). Le
considerazioni che seguono cercano di rendere in forma rigorosa questa intuizione.

Figura 12.3 Per motivi d’invarianza per rotazione, la probabilita di passare nella zona
ombreggiata & la stessa partendo da x oppure da y, 0 comunque da qualunque punto che si
trovi sulla stessa sfera di centro z.
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Usando la (5.35), che ¢ immediata perché p(s, x, dy) ¢ una legge gaussiana di media
x e varianza s, si tratta di mostrare che, s¢ |x — z| = |y — z| allora

P(JsZecA-x)=PWsZecA-Yy)

per ogni A della forma A = ®~1(4’), A’ € B(R*). Un tale sottoinsieme di R™ & una
specie di corona circolare attorno a z (1o sarebbe in senso stretto se A fosse un intervallo).
In ogni modo I’insieme A — z & chiaramente invariante per rotazione. Inoltre esiste una
matrice ortogonale O tale che O(x — z) = y — z. Dunque, poiché le v.a. N(0, I) sono
invarianti per rotazione,

P(WsZeA—x)=P(/sZecA-z—(x—2)) =
=P(VsZecOA-z2—-(x—2)=PWsZecA-z-(y-2)=P(WsZeA-)).

S5.4 a) Come nell’Esercizio 3.6 b), si ha, per s <7,

Crs =Ko K7L, Yio=X— KoKl X

Y; s ¢ dunque una v.a. gaussiana centrata di matrice di covarianza K, ; — K1 K, } K.
Inoltre, per Lemma 3.9, per ogni funzione f misurabile limitata

E[f(X) | X;] =E[f(CisXs+ Y1 5) | Xs] = Pr(Xs)
dove ®f(x) = E[f(Cisx + Y;5)]. Dunque la legge condizionale di X, dato X; =x¢
gaussiana di media C; ;x ¢ matrice di covarianza K, ; — KS‘,K;} K.
b) Mostriamo che la (5.36) & equivalente all’indipendenza di Y, s ¢ della o-algebra

o (Xy,u <s). Infatti ¥, ; = X, — K, K1 X, e le covarianze tra Y, 5 ¢ X, sono date dalla
matrice (ricordiamo che tutte queste v.a. sono centrate)

B(Y5 X} = E(X X)) — B(Ks KX X2 = Ky — Koo K5 Ko
che si annulla se solo se vale la (5.36). Se questo ¢ il caso, allora vale la proprieta di

Markov rispetto alla filtrazione naturale: infatti per ogni funzione f misurabile limitata
e per s <t si ha, sempre usando il Lemma 3.9,

E[f(Xr) | (gs] = E[f(cl,st + Yr,.v) l (gc] - q)f(XT)

sempre con @ (x) = E[f(C; sx + Y:5)]. Questa relazione implica che il processo ¢ di
Markov, di funzione di transizione

P(s’ t7 x7 A) . P(CI,.Vx + YI,S € A)'
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Viceversa, supponiamo che il processo sia di Markov rispetto alla filtrazione naturale.
Pers <tsiha E(X, | X;) = G, X;. Perché si abbia E(X; | X,) = E(X, | 94,), dovra
essere, in particolare,

E(X,X5) = E[E(X,6)X}) = B(C,. X, X})
Ciot Ia (5.36).

S5.5 Siano Bg(x) una palla di centro x e raggio R contenuta in D, tg ¢ 7 i tempi
d’uscita da Bg(x) e da D rispettivamente (attenzione a non confondersi, nel paragrafo
5.3 si parlava di tempi d’ingresso, qui di tempi d’uscita). La (5.23) da

u(x) = B [EX% [ f(X:)]] = / u(y) dv(y)

9B
—u(Xep) R(x)

dove v ¢ lalegge di X,. Per’Esercizio 2.9 v & la misura di Lebesgue normalizzata della
superficie sferica d Br (x). Dunque u coincide con la sua media su 8 Bz (x) per ogni R
abbastanza piccolo e, come annunciato, cid implica che u & armonica.

S5.6 Per la Definizione 5.21 ¢) si ha, per ogni x, s,

B (L 0) =B (£ = £6) = [ Luf Ot u) =
(12.12) ’

S x,rf(x)_f(x)—/ Ty uLy f(X,)du =0.

§

Si ha poi
B (HL (1) | F) =

= f(Xy) — f(x) —f Luf(Xu)du+Ex’s(f(Xr) - f(Xy) —/ILuf(Xu)dul%Z) =

&
~

=/, )

poiché le v.aa. f(X,) e fA Y L. f(X,) du sono % -misurabili. Resta da dimostrare che la
speranza condizionale nell’ultimo termine ¢ uguale a 0. Poiché la v.a. tra parentesi &
4%, -misurabile, per la Proposizione 5.6,

B (£00) = 00 - [ Luf () du| %) =
—BX(F0X) - £ (X)) + [ Lof (X)) du) =

v

!
= Tor f(X0) = F(Xo) — / TowLuf (X.) du
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e ’ultimo membro ¢ uguale a 0 per la (12.12)

S$5.7 a) Se un vettore v ¢ R™ ¢ in modulo > r, allora necessariamente una almeno delle
sue componenti deve essere pill grande in modulo di rm~'/2. Dunque

P(|B,| = r) < P(1Bi(t)| = rm~'/*per almeno un indice i, 1 < i < m) <
< Z P(\B; (1) = rm™ %) = mP(1B1(1)| = rm~ %) < 2mP(By (1) = rm™'/?).
i=1

b) Applichiamo la Proposizione 5.20. Intanto, usando b) ¢ una delle maggiorazioni
del Lemma 2.14,

plh, x, BR(x)) = P(1By| = r) < 2mP(B1(h) z rm™/?) =

2m312p1/2 r2
(-7

—1/23,—-1/2
=2mP(Bl(1) >rm=Y2p Y ) . " 2mh

2

Si ha quindi subito la (5.27). Inoltre

ly

1 Zi ~|z|2/2,
—_ — %L 1 d ) 0
h /IzlsR (2:7}1):::/3 € B

1 il ¥i — Xi ly —x|?
= S x . b _ dy =
h ./|y_x|§R(y’ x,)P(h,x,d)’) h /__x|5R (231_;?)!";2 CXp( o ) y

poiché si integra una funzione dispari su un insieme simmetrico. Inoltre

i
1' T 1 j— A h3 ) d ==
h_l)%l+ A A:_X|SR(y’ X )(y_/ xj)P( x,dy)
.1 (i = x) (¥ = %)) ly —xI?
lim — : (———>d -
hs04 T fh._nsﬂ (2mhym/2 P 2h Y

1 1,2 h—0 1 112
o.a—3 2l e — &

— 72 d R c7e T2 dz =3¢

(27[')’”/2) _/|;|5R/ﬁ 2iZj Z ? (271')’"/2 /’" ZiZj Z iJ

poiché riconosciamo che 1’ultimo integrale non ¢ altro che la matrice di covarianza di una
v.a. N(0, I). Riprendendo le notazioni della Proposizione 5.20, siha b; =0, a;; = d;;.
Dunque il moto browniano ha generatore dato da

per ogni funzione f € C2N Cy.
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S5.8 a) Perognisceltadi 0 <# < ... <, <1lalegge di (E,l, S 103,,,) ¢ gaussiana,
dato che si tratta di una funzione lineare di (By,..., By, B1). Dunque (E,),Sl ¢ un
processo gaussiano. B, ha media 0. Inoltre, se s <,

K. =Cov(B,, B;) =E(B,B,) =
=E(B;B;) + stE(Bf) —sSE(B;By) —tE(B;B1) =5 —st =s(1 —1).

B, ha dunque varianza 02 = £ (1 — t). Il processo (B;);<1 ¢ indipendente da By perché,
pert <1,
Cov(B,, B1) =E(B;By) —tE(BH) =t —1 =0.

B; ¢ quindi indipendente da ognuna delle v.a. B, t<1le dunque anche da a(i?,, r<1)
per I’Esercizio 2.1 ¢).

Riprendendo I’Esercizio 5.4 a), 1a legge condizionale di B, dato B, = x & gaussiana
di media

Cov(f?,. B,‘.) 1t

12.13 =
(12.13) Var(By) 1—s
e varianza
Cov(B,, B)? s1=0% 1-1
12.14 Y/ _ 0N\ Ds) 1 -1 — N _
( ) ar(B,) Var(B.) t1=1) — = (t — ).

b) Riprendendo le notazioni dell’Esercizio 5.4,se u < s <, K; , = u(1—1), mentre

K K Ksuw=s1-1)

1
SA =) u(l—s)=u(l-1).

Dungque la (5.36) ¢ soddisfatta ¢ (B,), & un processo di Markov.
cl) Per |z] = R/+/hsiha e—2/2K _ o=z /4K o—2%/4K < e—22/4K o—R% /4K Dunque

il g 1 _RZ 2 ps0
= 2172k dz < ;- €7 3T /IzIMe_4K dz "3 0.
>R/
21=R/VE .
<+00

¢2) Sappiamo, per le (12.13) e (12.14), che p(s,s + h, x, -) ¢ una legge N (xy, 0,12),

con )
h
_ _ 2 _ _
xh_(l 1—s)x’ GI’_h(l l—s)'

Dunque, con il cambio di variabile z = (y — x) /oy,

1 M
E l)’_x| P(S,S'l‘haxvd)’):
ly—x|=R

1 1 1
/ ly —x™ eXp[— (y —xh)z] dy =
[y=x|=R

:F\/2JTU/1 27‘,12

oM 1 1 ) 2
R M exp[ 3 (¢ + =) ]

h V21 JiizR/a . eXp[ 2<Z+Ux.(1—x) e
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Ma, se |z| = R/on, per h abbastanza piccolo si ha

4+ ’ lz|
g a;,(l =5)

(ricordiamo che oy, ~ «/ﬁ) ¢ dunque

l/ ly —x/™ p(s,s+h,x,dy) < {Vl =5 IZ[Me"ZZ/de
h Jiy—x12r e ar gz rsa, -

e si conclude usando il punto cl).
¢3) Usiamo la Proposizione 5.20. La (5.27) segue da c2) con M = 0. Inoltre, sempre

grazie a c2), poiché p(s, s + h, x, -) ha media x;,

1
%/ (y—x)p(s,s+h,x,dy)=E/(y—X)p(s,s+h,x,dy)+0(1)=
ly—x|<R

= %(/yP(S,s—i—h,x,dy) —X) +o(1) = % (xp — x) +,0(1) = _1_x__s +o(1).

Allo stesso modo

1
[ o peathrdy =5 [0 plos b o).
y—x|<R

Sviluppiamo (y — x)? = ((y —xx) + (xn — x))27

1
3 [0-02psthordy =5 [0 pls.st bz s
2
3 [0t -0 pG.s 4 hoxdyye

1
+ 7 (x —xh)zf p(s,s+h,x,dy).
Nel primo integrale a destra riconosciamo la varianza di p(s, t, x, -), cio¢ 0,12; il secondo
¢ nullo (il termine (x — x;) esce dall’integrale). In conclusione

h2x?
(1—s5)?

1

1
i o-xt sty =3 (F+ G
|y—x|=R

> )+()

e dunque

1

ﬁ[ (y—x)zp(s,s—i—h,x,dy) h:;O 1.
h [y=x|=R
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Per la Proposizione 5.20 dunque, per ¢ < 1, il ponte browniano ha generatore dato da

1d2f
2 dx2

x df

52 %) = g ()

(12.15) L f= o

per ogni funzione f € C?N Cy,.

S5.9 a)Ses = g5, allorat = g el—1 = % La (5.37) vale dunque se ¢ solo se il
processo By = (1 +5)X T ¢ un moto browniano. Dato che si tratta ovviamente di un
s+

processo gaussiano centrato che si annulla pers = 0, resta da provare che E(B; B;) = sAt.
Se s <t, allorasiha anche = +1 e, ricordando la forma della funzione di covarianza
del ponte browniano,

t
B(B:B) = (1+5)(1+DE(X £ X 1 ) = (1+s)(1+t)?< __)zs

e dunque B ¢ un moto browniano.
b) Siha

P(sup X,>a) (Sup(l—t)B; >a):P(sup ilgpa):

O<r<1 O<r<1 s>0

- P(sup L B (s+Da)> 0) — P(sup B, —sa > a>.
s>0 5+ 1 s=>0
Nell’Esercizio 4.7 abbiamo visto che la v.a sup,., Bs — sa ha legge esponenziale di
parametro 2a. Dunque
P( sup X; > a> = ¢2

0<r<1

—2x2

¢ la funzione di ripartizione della v.a. supy.,; X, ¢ F(x) = 1—-¢ per x > 0.

Derivando, la densita vale f(x) = 4.re—2"2, sempre per x > 0.
S5.10 Si calcola subito, pers <t < 1,
K =E(X;X;) =E(B1_sBi—)=min(1l —s,1-t)=1—1¢

ed € immediato verificare che la (5.36) ¢ soddisfatta. Dunque (X,); ¢ di Markov rispetto
alla sua filtrazione naturale. La funzione di transizione p(s, t, x, -) & gaussiana di media
e varianza date rispettivamente dalle (12.7) ¢ (12.8), ovvero di media

Ky K-lx =120
: 1—s
e varianza 5
—t -
K- K KilK=-n- L2070 120,
b 1-s 1-s
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Si tratta della stessa funzione di transizione del ponte browniano (vedi I’Esercizio 5.8).
Dunque questo processo di Markov ha anche lo stesso generatore, dato dalla (12.15). La

legge iniziale naturalmente & quella di B, ciog¢ N (0, 1).

S5.11 a) Siha

1/2
b = < ( £ ) perognitsT}.

{B §atperognit§T}={ - <a
[ (2r1og log-}]”’ 2loglog

Ora, per la legge del logaritmo iterato, con probabilita 1

P B,
lim 7= 1

0% (2rloglog 1)
mentre
. t 172
lim a(—-) =0
-0+ \2loglog 1

¢ dunque I’evento in questione ha probabilita 0.
bl) In maniera analoga

. B, a .
{B,Sa\/fperogmtgs}z{ 75 < 7 perogmtfs} >
(2rloglog 1) (2loglog })
D {sup B < a }
r=e (2tloglog1)'? ~ (2loglog 1)

Per la legge del logaritmo iterato le v.a.

de B
ZE :f sup ————ﬁ
1=¢ (2tloglog 1)

sono finite ¢ decrescenti in &, mentre

a
lim ————— = 400
&S0 (log,logé)u2
Dunque, per & piccolo, Z, < Zy ¢
P(B, Sa\/fperognitfs)zP Z1 5; —- 1
(loglog l)1/2 Eud

che conclude la prova di bl).
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b2) Poiché ¢ ¢ crescente e ¢ (0) = b > 0, per il principio di riflessione,

P(B, < (1) perognit < T) > P(supB, < b) >0

1<T

b3) Poniamo t = inf{t; B, > a+/t}. Grazie a bl) sappiamo che P(t > &) > 0 per ¢
abbastanza piccolo e dobbiamo mostrare che P(zr > T) > 0 per ogni 7. Indichiamo con
&, F, (F)r, (X0)r, (P¥),) la realizzazione canonica di un moto browniano e poniamo
e = inf{t; By > J/tf¢}. Allora{tr > T} ={t > s)N {106, > T —¢}. Infatti la
condizione T > ¢ garantisce che la traiettoria non supera il la funzione ¢ — /z prima
del tempo ¢, mentre la condizione 7 00, > T — ¢ garantisce che non lo supera neanche
nell’intervallo di tempo [&, T]. Poiché {t > ¢} € %,, la proprieta di Markov da

Pt > T) = E“[Eu(l{»n | Fe)] =

(12.16)
Eo[l{r>e}E0(1[rg>T—£} o 96‘ | 9_"F)] = Eo[l{r>e}EXE (1{15>T—£})]

Dunque la quantita PY(t > T') appare come la speranza matematica della v.a. PXe (7, >
T — ¢), calcolata sull’evento {t > ¢}. Sappiamo gia che P%(r > &) > 0. Bastera quindi
provare che la v.a. PXe(z, > T —g) & > Osu {r > e}. Masu{t > g} siha X, < a.\/e;
inoltre, se x < a+/e, per I’invarianza per traslazione delle leggi del moto browniano,

P(te >T —e) =P*(X; <avt +eperognit <T —¢) =
:PO(X,Sa I+e—xperognit <T —¢) > 0.

dove 'ultima minorazione ¢ conseguenza di b2) (la funzione ¢ (f) = ay/f + € — x & non
decrescente ¢ tale che ¢ (0) > 0).

c) L’evento {B, < a+/t, perognir > 0} ha probabilita 0 perché per la legge del
logaritmo iterato (per t — +oco!)

= - B,
hm ‘—_1/2 = 1
1+ (2rloglogt)
mentre
a1 a

lim r————p = lim e =
2F0 (2rloglogr) T 7t (2loglog?)

S5.12 a) Per provare I’esistenza di una versione continua si usa il Teorema 1.5, di Kol-
mogorov. Ricordando la (5.4), che da la legge congiunta di (X;, X,), si ha, indicando
con . la legge iniziale del processo,

E[1X; —Xsl"“]=/M(dz)p(u,s,z,dx)/Ix—yl‘sp(s,t,x,dy) <

<clt —s|1+5/M(dz) pu, s, z,dx) =c|t —s|1+e.
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Per il Teorema 1.5, X ha una versione continua (anzi con traiettorie holderiane di espo-
nente y per ogni y < %) Inoltre la condizione (5.26) ¢ subito verificata, poiché

1 1
LpGshox Br) =7 [ stk s
Brx)°

-8
< %—f|y—x|ﬁp<s,s+h,x,dy> < cRPIhE.

S5.13 a) Basta verificare che coincidono, rispetto a fx (P%) ¢ P*, le speranze matematiche
delle v.a. della forma f1(X,,)... fu(Xy,), per ogni scelta ditempity, ..., t, ¢ difunzioni
misurabili limitate f1, .. fn C1o accade perché la funzione di transizione p(z, x, dy)
(vedi I’Esempio 5.3) ha una densita che dipende solo da y — x. E una cosa pit facile da
pensare che da dire. In dettaglio, con i cambi di variabile zj = y; + X,

EO[fi(Xsy +x)... fulXy, +2)] =
= f fO1+x)pt,0, dy1) / A - / fn+x)p(t, —ta—1, Va1, dyn) =

f £+ )@y Rexp( ~L D) an /
S 2
/f()’n +X)(27't’(tn— n— 1)) m/2 ( %H%)dez:

f Fen@rny "2 exp( - %)dyl f
/f(211) 27T(t:1—t11 1)) "1/2 ( ‘]22(;;"—_2;:—}__1%) dy =

:/f(Zl)P(fl,X,dZI)/-.'/f(zll)p(tli—t”'"l’z”_l’dzn) -
=E'x[f1(Xf1)---.fll(X'n)]'

b) Se f € C%, allora
Lf ) = Jim T (T3 f )~ £09) = fim 5 (B[S (X)) - ).

Poiché supponiamo 1, (P% = P*, allora E*[f(Xy)] = EO[ FXn +x)] = Tt 1)),
dove con t, f indichiamo la funzione ‘‘traslata’> y — f(x + y). Dunque I’operatore
differenziale L gode della proprieta (invarianza per traslazione) Lf(x) = Lt f) (0).
Poiché & immediato verificare che

af At f) 32f

=@ G20 =

3% (1. f)
dy?

©)
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uguagliando le due espressioni

m

L= ay0ld ; L)+ Zb ()= )

i,j=1

m

LeNO = 3 a0 2L f( )+Zb(0>i<x),

i, j=1
che devono essere uguali per ogni scelta della funzione f € C%, si ricava facilmente che
deve essere a;; (x) = a;; (0), bi (x) = b; (0), per ogni i, j <m.

S5.14 a) Siha

h()

Resta da verificare I’equazione di Chapman-Kolmogorov. Si ha

P By = p /h(y)pa xdy) = S Th(x) = 1.

/ (s, v, A) ph(t, x, dy) =

c(ﬂ

= i JLAOPx,dn s [ 1@ s,y d2) -

-—a(.’+i)

=iy [, PO P =P )

(abbiamo usato 1’equazione di Chapman-Kolmogorov per p).
b) Si ha evidentemente

h
T'g(x) = ;( )Tz(hg)(x)
Dunque, s¢ gh = f € D(L),
Lhg(x) = lim F7/'g(0) — (0] = 7= lim H[e™T, £() - £()] =
h(x) 104 1 ' 0=
1 Lo o
h(x), o t(T,f(x) JEN + - =D f(x) = e )(Lf(X) af(x)) =
= s L{gh () - ag).
c) Se L ¢ come nella (5.39), allora si calcola facilmente
Lghy=hLg+gLh+ y a,,aﬂh—%g.

ij=1
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Poiché derivando in ¢ = 0 nella (5.38) si ha Lh = ah,

m m

1 a2 N
h __ — s e , .
Lh=5 2 @it oxix; ;b’ ™35

ij=1

dove
m

A 1 dh
bi(x) =b(x) + m Zlaij(x)a—xj'
j=
d) Verifichiamo che A (x) = ¢} soddisfa a (5.38). Si ha
Tih(x) = /h(J’)p(t,X,dy) = (27'rt)_’”/2/e(UvJ’)e*%IX—yIZ dy.

Si riconosce facilmente nell’integrale la trasformata di Laplace di una legge N (x, 1)
calcolata in v. Si ha dunque (vedi I’Esercizio 0.10)

Toh(x) = c)e3 i,

La (5.38) & dunque verificata per o = 1[v|?. Per b), dunque,

m m

TS N 9
—QZQJFZ”@;
i=1 ! i=1

S5.15 a) La prima relazione & abbastanza intuitiva: 15,5 o0s ¢ 'indicatrice dell’even-
to costituito dalle traiettorie che restano all’interno di D nell’intervallo di tempo ]s, £],
1(rsy) & Iindicatrice dell’evento costituito dalle traiettorie che restano all’interno di D
nell’intervallo di tempo [0, s]. I1 loro prodotto ¢ I’indicatrice dell’evento costituito dalle
traiettoric che restano in D nell’intervallo [0, f], ovvero di {r > f}. Inolire, poiché
{t > 5} e Fseperla(5.15),

Ex[f(Xt)l{r>l} | @T] . Ex[f(Xr—s)l{r>l—s} Oes . 1{r>s) I %v] e
= 1{r>s)EXr [f(Xl—x)]-[r>l—.\‘}]

b) Se x € E, A € ¢, allora PX(X, € A) = P*(X, € A,t > t). Dunque se X
fosse un processo di Markov, la sua funzione di transizione sarcbbe necessariamente
plt,x, A) =P*(X, e A,7 > 1). Se f : E - R ¢ misurabile limitata, allora f(§) =0¢
la relazione provata in a) si scrive

Ex[f(Xr) | %s] = Ex[f(Xr)l{r>r} | gJ] = 1{r>s}EX’ [f(}zr—.r) | %s] =
= EX’[f(Xr—x) I %s]
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¢ dunque X & un processo di Markov. j & necessariamente una funzione di transizione,
grazie all’Osservazione p. 88.

¢) Sia Ox = {y;lyi = xi| < de//m,i =1,...,m}. Allora, se y € Q,, si ha
ly — x| < dy e dunque @, ¢ D. Se X;, i = 1,...m, sono le componenti del moto
browniano X, allora per il principio di riflessione, per ognia > 0,

pr (sup Xi(s) —x; > a) — PO <sup Xi(5) > a) < 2P°(X; (1) = a)

s<t s=r

e, poiché anche —X; & un moto browniano reale rispetto a P9,

P"(suplX,-(s) — x| > a) :P0<sup|X,~(s)| > a) <

s<t st

< Po(sup Xi(s) = a) 4+ PO (inff X;(s) < a) —
s<

— 2p0 (sup Xi(s) > a) — 4PO(X; (1) > @) = 4PO(X; (1) = a//1)

s<t

Dunque, sostituendo a = d,./+/m, se ' indica il tempo d’uscita da Q,,

m

P(r =) <Pz 1) = ) PO(suplXi(s) —xi| = du/ Vi) =

. s=t
i=1 .

+o00
_ 4mPO(X; (1) = dy/im) = 212 g,
N2 Jdo/fim

Resta damostrare che, perogni f € CZ(D), esisteillimite lim,, o4 2 (B*[ £ (X)]-f (x))
e calcolarlo. Ma esso ¢ uguale a

L1
r1—1>%1+ r (Ex[f(Xf)l{»r}] - f(x)) =

S S .
= Tim T (B(f (X)] - /() = lim B[/ (XD 1jcxn)]

11 primo dei due limiti a destra vale %A f (Bsercizio 5.7), mentre il secondo vale 0; infatti
sex ¢ Dsiba B[ f(X;)1(z<] = f(x) =0, mentre se x € D

Ex[f(Xr)l{rsf}] < flleP*(r <1)

¢ basta usare la (5.40) ed il Lemma 2.14. In conclusione, se f € Cg(D), allora f € P(A)
eAf =1af.
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§5.16 a) Se f ¢ boreliana limitata si ha
/ = f T, () u(dx) = / u(dx) f FO) Pt x,dy) =

e basta osservare che [ u(dx)p(t, x, ) & lalegge di X,, quando la legge iniziale ¢ .
b) Conseguenza del Teorema di Fubini: se f € boreliana limitata a supporto compatto,

f T.f () dx = 2ty / dx f TP £ () dy =

_ / F)dy / P R L f FO)dy.

¢) Supponiamo che la (5.41) valga per ogni x; se esistesse una probabilita invariante
i, allora si avrebbe, per ogni boreliano limitato A, lim;— 400 ;14 (x) = 0 per ogni
x € R™ e quindi

—>+4+00

lim f Tilp(x)dpu(x) =
(si pud applicare il Teorema di Lebesgue perché 0 < T;14(x) < 1). Dunque si avrebbe
w(A) = 0 per ogni boreliano limitato A contro ’ipotesi che u sia una probabilita.

d) Supponiamo f continua e limitata. Per la proprieta di Feller anche la T f ¢
continua ¢ limitata e, per ogni x € E,

/ FOI ) = lim T,f() = Jim Ty f0) = lim (T /)(x) =
=/ﬂﬂwM@>

S6.1 Basta osservare che By = f(; 1{0,s)(v) d B,. Dunque, per I’Osservazione successiva

al Teorema 6.7,
r f
E(B / B.dB,) = / E[1[0.q () B.]du = 0.
0 0

S6.2 a) Si ha, per il Teorema 6.7,
! 2 t 2 '
e[e3( [ Baan)] [ [ maan)’|5:]] -2 [ ]
) s s

Ricordando che s < u e dunque B, — B, ¢ indipendente da B;,

E(B?B}) = E[B}(By — Bs + By)*] = E[BZ(B, — By)*] +2E[B} (B, — B:)] +E(B}).

=s(u—s) =0
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Si puo scrivere By = /sZ dove Z ~ N (0, 1) e quindi E(BH = s2E(Z*). 1l momento di
ordine 4 di una v.a. N(0, 1) ¢ uguale alla derivata quarta della funzione caratteristica in
0, oppure si puo calcolare per parti:

E(Z4) = \/%/XAtC_XZ/ZdX— ———1_( 3 _xz/z‘_ +3/x2e—x2/2dx> =

_3—/ x2e~¥ 2 dx = 3.

_Var(Z) 1
In conclusione E(B2B2) = s(u — 5) + 3s2; in conclusione

E[B?(/I B, dBu)z] = /rs(u —8)+35%du = %s(t —5)% 4 352(t —5).

5

b) Si pud scrivere Z = fj X, dBy, dove X, = X seu>se X, =0se0<u <s.
Poiché B, = f; 1jo,0j() d By,

E(ZB,) = E( / , Xuljo,0() du> =0 =E(Z)E(By).
0

Per mostrare che in generale Z non ¢ indipendente da %, cerchiamo un controescm-
pio. Sfruttiamo il calcolo fatto in a) e poniamo W = f B,dB,. Se W fosse indipen-
dente da %, in particolare W2 e B? sarebbero non correlate e si avrebbe E(B2W?) =
E(B?)E(W?). Ora E(B?) = s, mentre

t
E(W?) =E( | B%du)= 1@2 —~52).
§ 2

Confrontando con il valore di E(B2W?) calcolato in a), si vede che W ¢ B2 hanno
covarianza non nulla ¢ W non pud essere indipendente da ;.

S6.3 a) Se f € L?([s, t]) ¢ una funzione costante a tratti, allora I’enunciato ¢ immediato.
Infatti, se f =Y "  Aily,_ncons =t <...<t, =t,allora

! n
[ r@dB=y B, -5
s i1

¢ tutti gli incrementi B;, — By,_, sono indipendenti da &F;. In generale, se (f,), € una
successione di funzioni costanti a tratti (che sono dense) convergente a f in L2([s, 1]),
allora, per le propricta d’isometria dell’integrale stocastico,

Bf,,"ef/ fo(u) dB, _> /f(u)dB 4f p
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€, passando eventualmente a una sottosuccessione, si pud supporre che la convergenza
abbia luogo anche q.c. Dobbiamo dimostrare che, per ogniv.a. W %;-misurabile limitata
e per ogni funzione v boreliana limitata,

(12.17) E[Wv (By)] = E[W]E[¥ (B)].

Ma, s¢ ¢ ¢ continua e limitata, allora ¥ (By,) — ¥ (By) q.c. pern — oo e si pud passare
al limite in entrambi i membri della relazione

E[Wy (By,)] = E[IW]E[V (Bf,)].

La (12.17) ¢ dunque provata per ¥ continua limitata. Si passa al caso generale con il
Teorema 0.12.

Alternativamente, in maniera pit semplice ma fondamentalmente simile, si sarebbe
potuto usare il criterio dell’Esercizio 3.11: per ogni A € R si ha

E™?r | %) = lim E@*8n | %) = lim E(c*Bn) = E(e'*5r)
n—>oo n—o00

dove i passaggi al limite sono giustificati dal Teorema di Lebesgue.

e Osserviamo che la dimostrazione precedente sarebbe stata molto pit semplice se
cifossimo accontentati di provare che By ¢ indipendente da‘§; = o (B,, v < s5). In questo
caso, per il criterio dell’Esercizio 2.1 c¢), sarebbe bastato verificare che By e B, sono non
correlate per ogni v < s, il che & immediato: se indichiamo con f il prolungamento di
f a0, 1] ottenuto ponendo f(v) = 0 su [0, s[, allora

£@.8) =E( [ 1adB, [ Fwazy) = [ 100007 du=0

b) Lav.a. B® ¢ Fy (n-misurabile. Cio suggerisce di provare a vedere se B? siaun
moto browniano rispetto a (@,),, con %, = %D_l(,). Ses <t,

o~
BY - B = / V@' (1) dB,
[

)

¢ indipendente da %, per il punto a). Resta da provare il punto c) della Definizione 2.3.
Malav.a. B® — B® & gaussiana per la Proposizione 6.18, & centrata ed ha varianza

>~
E[(B? — B®)?] = / &' (u)du = (t — ).
1)

S6.4 Cominciamo col supporre f = 110,5); quindi fos fw)dB, = B;. Se s > t. Allora,
ricordando che gli incrementi del moto browniano sono indipendenti e che la legge di
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B, ¢ simmetrica per ogni v > 0 (¢ dunque ha i momenti di ordine dispari tutti uguali a
0),

t I3 t I
E(Bs / B,%m) - / E(B,B2) du — / E((B; — B.)B2) du + / E(B3) du = 0.
0 0 0 0

Se invece s < ¢, allora

Ul f Ky i
E(BS/ deu) =/ B(B, B2) du =/ E(BA.B,?)dLH-/ E(B;BY) du = I1 + L.
0 0 0

s

Sappiamo gia che [} = 0. Per I, basta calcolare
E(B; Bj) = E[ By (B, — By)*] + 2E[B} (B, — B;)] + E(B}) = 0.

In conclusione fol BZ du ¢ ortogonale atutte le v.a. By, s > 0. Essaédunque ortogonale a
f(; f(u)dB,, quando f &unafunzione di L> ([0, 5]) costante a tratti, perché in questo caso
I’integrale stocastico € una combinazione lineare delle v.a. B, s > 0. La conclusione &
ora immediata per densita.

S7.1 Perlaformula di Ito d(e™ B;) = —xe™* B, dt + ¢~ d B, ¢ dunque
t ‘ T r
/ e dB; =e MB, ‘0 + k/ e ™ Byds =c¢ B, + k/ e B, ds.
0 0 0
Set > ssiha

! 2 t
B(X; — X)) = E[(/ M dB,,) ] =/ e 2M gy — %(e““ —e My,
S S

Dunque (X;), ¢ di Cauchy in L2. Poiché X, ¢ gaussiana per ogni ¢, anche il limite Z in
L? ha legge gaussiana (Proposizione 0.10) di media lim,_, 100 E(X;) = 0 e varianza

14
1
. 2 : —2Au .
’11+m E()(,)_[11+m /0 e du__ZA

S7.2 Siha, pers <t,

! s
B(Y, | %) —¢~E( / M dB, |F,) = / M dB, =M=y,
0 0

e dunque (Y;), non ¢ una martingala. Si tratta invece certamente di un processo gaussiano
per la Proposizione 6.18. Y, ¢ dunque gaussiana, & centrata ed ha varianza

1

t
1
2 _ —2A(r—s) _ —2At
of = e ds =—(1- _.
’ /0 S, o, 7
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Dungque (Y;); converge in legge a una v.a. N(0, %).

Osservazione: confrontando Y con il processo X dell’esercizio 7.1, si vede che X, ¢
Y, hanno la stessa legge per ogni £. Ma i due processi sono diversi (hanno ad esempio
diverse distribuzioni di dimensione finita).

Studiamo la convergenza q.c. Per il Corollario 7.8 esiste un moto browniano W tale

che, posto

t
1
— 2)\ud _ 20 1
A, A M du = = (e )s

allora

f
/ eMdB, = Wy,.
0

Per la legge del logaritmo iterato,
— r —
lim c_“/ ¢MdB, = lim e MW, =
[—=+00 0 1—+400

_ W
= Tim e (24, loglog A)'/? -
dim ™ 24 loglog A G og ANIZ2 =

> (1—¢) lim e (24,loglog A;)Y? = +o0
t—>+00

e dunque (X,); non converge g.c.

§7.3 Per il Corollario 7.8, esiste un moto browniano W tale che, posto

T = "ods
"= J, 2+sins

siha X; = Wy,. Per studiare il comportamento di A; per ¢ — +oo occorre fare solo
attenzione al fatto che la primitiva indicata nel suggerimento non ¢ definita per tutti i
valori di #. Convicne osservare che

/" ds _ 2m
_p 24sing /3

¢, poiché I’integrando & una funzione periodica, lim;— 0 %A, = 3-1/2, Si ha dunque

Tﬁ X; . E WAI (ZAI loglog A[)l/z
1—+oo0 (2t loglog)1/2 ~ 1—+o0 (24;1loglog A)1/?  (2tloglogt)l/?

Poiché
(24, loglog A)1/? _ 314

>0 (2tloglogh)/?

k]
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per la legge del logaritmo iterato si trova

_ ¥

Im —— 2t _3-1/4~
r—»lfrnoo (2t log log r)1/2 3 =0

S7.4 Per il Corollario 7.8, esiste un moto browniano W tale che, posto

N

" ds
A= —=
si ha X, = W,,. Dunque, applicando il principio di riflessione al moto browniano W,

P(supx, > 1) - P(sup Wy, > 1) - P( sup Wy > 1) =

<3 1<3 s<log4
2 +00

=x2/2 g A
€ dx =2 0.396.
V27 Joga)-1r2

—2P(/logd Wy > 1) =

S7.5 11 primo punto ¢ ovvio, perché tutti i coefficienti di una matrice ortogonale sono
pit piccoli, in modulo, di 1. Per il criterio del Teorema 4.26, basta poi dimostrare che

Y = el XD+ 5 g (%,),;-martingala. Per la formula di Ito, oppure direttamente
perle (7.22) e (7.23), si ha

I
Yr=1+ i(A,/ Y} O, dBy).
0

N } Lz, . .
Poiché |Y}| & maggiorato per s < ¢ da e2*1 il processo (Y2 O;); & in M2([0, +o00[) €
dunque ¥ A & una (%,),-martingala, come si doveva dimostrare.

S$7.6 Perla formula diIto d(¢; B;) = ¢t B; dt + ¢, dB;. Dunque, per T > 0,

il i
f $/B, di + [ $,dB, = $rBr —doBo  q.c.
0 0 S~
=0

Se T ¢ abbastanza grande, in modo che il supporto di ¢ sia contenuto in [0, T'], si ha

¢r =0 e dunque
T T
/ @) B, dt = _/ édB:  q.c.
0 0

Anzia T si pud sostituire +oo, poiché i due integrandi sono nulli su ]T', 4+-00].
S7.7 Ricordiamo che una funzione ¢ armonica se

af (x af(x
Af(x) = g;lz) +...4 dﬁg) =0.
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Per la formula di Ito 1
df (B;) = 5 Af(By) dt+ f'(B;)dB;
N— —
=0

¢ dunque (f (B;)), ¢ una martingalalocale. Essa ¢ per di piti una martingala se il processo
(f'(By)); si trova in M?([0, +oo[). La condizione indicata nell’enunciato ¢ sufficiente;
Infatti si avrebbe E(| f/(B;)|2) < E(c?M 181y < E(e2MV11B1l), Sj ha

1 L. 42
E(e9131|) = ——2 / eMle= 72 4y « 4o
VLT J—c0

per ogni 8 € R e dunque, per ogni 7" > 0,
T
E( / £ (Bofdr) < TEEMYT A1) < oo,
0

S7.8 a)Posto f(x,1) = x3 — 3tx, per la formula di Ito,

df (B, 1) = fx(Br, 1) dB, + fi(B:, 1) dt + %fx,\.:(Bla 1)dt =
= fx(BIa t)dB, il (%fxx + f[)(Br, f) dt.

E immediato che % Jex + fr = 0; dunque, poiché f(0,0) =0,

f (B, 1) 2/ Jx(B;, 1) dB;.
0

L’integrando & una funzione di M?([0, +o0[) (¢ un polinomio in 7 ¢ B;) ¢ quindi X, =
f(B;,t) ¢ una martingala (di quadrato integrabile).
b) Il calcolo appena fatto mostra che X, = P, (B, t) ¢ una martingala se € solo se

19%P, 0P,
2 9x2 3t

Imponendo questa condizione ai coefficienti ¢, ;, si vede che essa ¢ equivalente a

21— 2m)n = 2m — D =~ + Dewmrn,

Questa relazione, se si pone ¢, o = 1, permette di calcolare tutti gli altri coefficienti uno
dopo ’altro, determinando cosi P,, a meno di una costante moltiplicativa. Si trovano

facilmente i polinomi
Pl (xa t) =X

Pr(x,t) =x2—t
Py(x,1) = x> = 3tx
Pi(x, 1) = x* — 61x2 + 312,
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I primi due danno luogo a delle martingale gia note, mentre il terzo ¢ il polinomio di a).
c) 1l teorema di arresto, applicato alla martingala (P3(B;, 1)), e al tempo d’arresto
limitato T A 2 da
E(B32,,) = 3E[(t A n)Bran]-

AN

E immediato applicare il Teorema di Lebesgue e passare al limite per n — oo (Ie va.
B: An sONO tutte comprese tra —a e b, mentre gia sappiamo che 7t ¢ integrabile). Dunque,
riprendendo i risultati dell’Esercizio 4.9

1 —a®b + ab?

R =ab(b — a).

E(tB;) = %E(Bf) =

Se B: ¢ t fossero indipendenti si dovrebbe avere E(Brt) = E(B;)E(r) = 0. Dunque
B: e T non sono indipendenti se @ # b. Se invece a = b, t ¢ B; sono non correlate. In
realta in questo caso esse sono indipendenti, come suggerisce un semplice argomento
di simmetria. Piu precisamente: il processo (—B;); ¢ ancora un moto browniano il cui
tempo d’uscita da | —a, a[ coincide con quello di B. Dunque le due coppiediv.a. (B¢, 1)
e (— By, 7) hanno la stessa legge. Ne segue che, per ogni boreliano A ¢ R¥,

P(B; =a,t € A)=P(B; = —a,t ¢ A).
Poiché 1a somma delle due probabilita nella formula precedente vale P(t € A), si ha
P(B: =a,T € A) =1P(r € A) =P(B; =a)P(r € A)

che proval’indipendenza di B; € T pera = b. Inrealta questo punto era gia stato provato
nell’Esercizio 2.9 b), di cui non abbiamo fatto che ripetere il ragionamento.

S7.9 a)Perché lav.a. H — X sia ortogonale a B, deve essere

=400 K 400
O:E[(H—X)Bu]zE[(/ h,,dBu—/ d)udBu—a/ g,,dB,,)BU] -
0 0 0
v
=/ (hu - @, —ozgu) du.
0

Poiché occorre che questa relazione valga per ogni v < s, necessariamente deve essere
&, = h, — ag,. La condizione di ortogonalita rispetto a ¥ impone invece che sia

+00 s +00 +00
0 :E[(/ By dB. —/ @, dB, —a/ gudB,,>/ gudBu] -
0 0 0 0

+0o +00
:/ hugudu—oz/ g,fdu
S 5
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e dunque
[T hugudu

oo 2
[ gidu

In conclusione

X fx h.dB [—HXJ h.-:gn du /+OO 4B
— + 48 g »
O ' ' f‘+°° gizr du s ’

b) Con le notazioni di a),
B(H | %) =X +E(H - X | %),
dato che X ¢ @S-misurabile. Ora H — X ¢ centrata e indipendente da Y e da B,, v < s.
Poiché le leggi congiunte sono gaussiane, per il criterio dell’Esercizio 2.1 ¢), H — X ¢

indipendente da G, (si usa I’Osservazione p.55). Dunque E(H | (QS) =X.
c) Si applica la formula trovata in b) con 2 = 1jo,,). Dunque

- f: gudu +oo
E[B; |(gs]=Bs+'—'4'_m—,/ gudBy.
[T gadu Js

Poiché supponiamo g > 0 q.o, E[B; | (3\-] # B; ¢ (B;); non & né un moto browniano né
una martingala rispetto a (%4;);.

d) Siha
T
Z :%(Y—/O gudBu>

¢ dunque Z, & %;-misurabile. Se ¢ > s, per calcolare E[Z; | @, applichiamo ancora la
formula trovata in b), con 2, = % 2ul{r +oo[ (). Poiché h = 0 su [0, 5],

. fr"m g2du [+
Bz (4= 42 / oudBy = Z.

e) Sideve provare che (W;), ¢ un moto browniano naturale e poi che, per ognis <1,
W, — W; ¢ indipendente da 9. Siha, pers <1,

t s
E(W, W) = E(B,;B;) + / gudu / gwE(Z,Z) dv+
0 0

—/Sg(u)E(B,Z,,)du—/ g.E(BsZ,)du =
0 0

=s+ 1 -5L-1I.
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Si tratta di mostrare che /1 — I, — I3 = 0. Intanto, se v > u,

1 [, 1 1
() = x/fmﬁ 8rar = 3 = Yunw)

e, osservando che B, = f0+°° 10,1 () dv,

u

1 I
E(B[Zu) = —1//:/ gvdU SeEt > U
0

altrimenti
Dunque
! UNS g I3 g“ 5
11:/g,,du/ 22 dv + —du/ gvdv=J0+ 12
0 0 w” 0 ‘l//‘” UAS
Inoltre
5 ! I VAS
L= &du/ gvdv:/gudvf gudu=J;
0 w“ u 0 0
mentre

r s g S g s
I3=/gdu 2L dy = Jdu/ gvdv =Jp
0 ! UAS w“ 0 ]/f“ UAS ’

Dunque I; = I, + I3 e (W;); & un moto browniano naturale. Resta da mostrare che
W, — W, per s < t, & indipendente da ;. Per verificare questo punto si puo, ad esempio,
mostrare direttamente che

E[(W, — W;)H] = 0 = E[W, — W,]E[H]

per ogni v.a. della forma H = B,, v < s oppure H =Y e poi applicare I’Esercizio 2.1
c). Poiché E(Z,B,) =0perv <u,

E[(W; — W) B,] = E[(B; — Bs)By] - f gE(Z,By)du =0

Inoltre, poiché E(Z,Y) =1 e E[(B; — B;)Y] = fsf gudu,

t

f !

B[(W, — Wy)Y] = E[(B — B)Y] - / $uE(ZuY) du = f gudu — f gudu =0
S7.10 a) Consideriamo per primo il caso m > 3. Si pud scrivere X; = f(B,), dove
f(z) = |z — x|~ f ¢ una funzione infinite volte derivabile al di fuori di ogni
palla contenente x ¢ si verifica direttamente che —%—A f () = 0pery # x. Per n fissato,
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applicando la formula di Ito a una funzione C 2(R™) che coincida con f al di fuori della
palla di centro x ¢ raggio 1, si ha

IAT),

IAT,
Xiney =72+ [ p(Byasr [ 5arBds.
0 0

=0

Dunque (X;7,): ¢ una martingala locale. Poiché per di piu si tratta di un processo
limitato (0 < X, Az, < n™~2), & anziuna martingala (vedil’Osservazione p. 126). Dunque
[x|=@=2 = E(X,ar,) per ogni t > 0. Poiché X,ar, = 02 su {t, < t}, [x|7"2 =
E(Xiar,) = 0" 2P(t, < 1) e quindi P(z, < 1) < (nx)~("=2 — 0 pern — oco.

Poniamo v = lim,_, o0 7 (la successione (1,,), € crescente). Poiché {t, < 1} \, {t <1},
P(r <t) =lim,— o P(z, <t) =0 ovvero t =400 q.c.

Se m = 2, si inizia allo stesso modo. La funzione f(z) = —log(|z — x|) ¢ anch’essa
armonica su R? \ {x} e per la formula di Ito

ATy
Xona, = —log x| + / F'(B,) dB
0

¢ (Xar, ) € unamartingalalocale. In questo caso perd nonsi tratta di un processo limitato.
Perché sia una martingala basta perd che il processo Yy = f/(Bs)1is<,) appartenga
M?2([0, +o0[). Ma | f'(2)| = |z — x|~ e dunque

|f/(Bs)|1{s§r,,} = |BY _-xl_ll[.\'fr,,) =n

che prova I’appartenenza a M2 ([0, +oo). Il resto della dimostrazione & inalterato. Que-
sto ragionamento comunque funziona anche per m > 3.
b) Fissiamo N > 0. Allora

P(B; = x per qualche t < N) = P(r, < N perognin) =0

¢ basta ora passare al limite per N — oo.

¢) Grazie ad a), (X;); ¢ una martingala locale. Per I'uniforme integrabilita, mo-
striamo che sup,_,E(X]) < 400 per ogni p < m(m — 2)~! e quindi si tratta di un
processo limitato in L” per qualche p > 1. E possibile anche verificare direttamente la
definizione, con calcoli sostanzialmente equivalenti. Poniamo r = p(m — 2); allora

1 P
E(X"y=E(B: —x|™") = W/ ly — x|"Te= P12 gy

Spezziamo I’integrale i due parti: la prima su una palla B, di centro x € raggio %lxl, la
seconda sul complementare BS. Poiché |y — x|~ < |x|7"2" al di fuori di By, il secondo

pezzo ¢ piu piccolo di
2 ol gy = 2
I @iy el

Esercizio 7.11 325

11 primo pezzo invece si controlla osservando che dentro By si ha |y| > %lxl e dunque
e~ I?/21 < e=IxI>/4 ] primo pezzo & dunque pit piccolo di

1 2 / 1 2
—|x|“/4t —r _ —|x|4/4t —r _
e € y —x|7"dy = m——=¢ / lzI7"dy =
(257!}'"”2 Iy—xls%lxl (2}”)”?/3 lzl<

x|
1,
1 5 3 x|
— const —— e—l,\| /4t m—l—rd .
(2;”)111{2 0 P P

Se p < m(m — 2)71, si ha r < m e Dintegrale nell’ultimo membro & convergente. La
quantita E(X/) ¢ limitata in f ¢ X ¢ uniformemente integrabile.

Se X, che ¢ uniformemente integrabile, fosse una martingala, allora il limite X, =
lim,_, 4 oo X, esisterebbe g.c. € in L!. Ma per la legge del logaritmo iterato esiste q.c.
una successione di tempi (¢,), con lim, ,t, = +oo tale che lim, 0 |B;,| = +00,
dunque deve essere necessariamente X o = 0 g.c., in contraddizione con il fatto che la
convergenza deve avere luogo anche in L!.
¢ Questo esercizio contiene due punti che meritano di essere sottolineati. Innanzitutto il
fatto che per m > 2 un punto x # 0 fissato viene visitato con probabilita 0 da un moto
browniano. In secondo luogo che una martingala locale uniformemente integrabile non
¢ necessariamente una martingala.

§7.11 a) Basta applicare il Teorema 7.16: qui fof |H|>ds = tedunque A(t) =1, t(t) =1
g.c.

b) Sia g, una funzione su R™ tale che g,(z) = |z + x| per [z + x| > % prolungata per
|z + x| < ! in maniera da essere C2(R™). Per |z + x| > 1 si ha dunque

—n

dgy
_i.(z) =

Zi + X dg2 8ij (zi + xi)(zj + x5)
3z @ =

lz+x|"  8z;0z; lz+x| lz+xP?

ed ¢ immediato che
m

Zag% _om-—1
— 372 lz+ x|
i=1 !

Se 1, = inf{t; |B; + x| < %} la formula di Ito da

"o Begox A —1
B+ = —— dB; —_—s.
Bine, + x| 'x'+f0 By + x| '+/0 3B 1

Per il punto a) il processo

I3 =
B = f By4% g,
0

| By + x|
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& un moto browniano. Inoltre sappiamo, per I’Esercizio 7.10, che t, — +oo pern — oo.
Dunque passando al limite per n — oo € ponendo § = x|,

1
X, ds + B,

I3
X,=§+/ m
0

che da il differenziale stocastico cercato.
¢) Se f e C%(]0, +o0]), allora per la formula di Ito

df (X)) = f/(X)dX; + %f”(X/) dt =Lf(Xp)dt + f'(X)dp;

d
o 1d> m-1d

st o @
Poiché f & a supporto compatto, la sua derivata ¢ limitata ¢ dunque la speranza mate-
matica dell’integrale stocastico fO' f(Xs) dBs & nulla. In conclusione

L=

~ | =

1 !
(B0 - 7®) = 7 [ BILFK s 2 L7E)

S7.12 Per il Teorema di Girsanov, se .

- 12
cBi—5c°t
74 =fesTiTwms =

allora W, = B, — cs & un moto browniano per s < ¢ rispetto alla probabilita dQ = Z; dP.
Dunque, rispetto a Q, scrivendo B; = W, + cs, (Bs)s<: hala stessa legge di (Y)s<,. Se
ne deduce che PY ¢ lalegge di (By), rispettoa Q. Se0 <ty < ... <y <r¢ fiseeos S
sono funzioni boreliane limitate, si ha

LA - fu(Xi)] = BALABL) .- fn(Br)] =
—E[fi(By) - fu(By) B3 = B [A1(X,) .« fu(Xiy) ecXi=3¢%],

. 12
da cui si ricava facilmente che, su ., le due probabilita PY e ¢X1=2¢7dP8 hanno le

stesse distribuzioni dimensione finita. Poniamo Z, = eCX’_ic ' Poiché Z, > 0, siha
anche PB « PY su M,.

Se PY fosse assolutamente continua rispetto a P? su M e Z fosse 1a densita relativa,
allora sappiamo (Esercizio 4.11) che deve essere Z; = E(Z | M)). Se cosi fosse (Z;);
sarcbbe una martingala uniformemente 1ntegrablle (rispetto a P"") il che non ¢, poiché
sappiamo (Esercizio 4.4) che lim;, 400 Z; =0 P2-q.c., mentre EP” (Z)H)=1.

Un altro argomento per vedere quest’ultimo punto: rispetto a PY,se ¢ > 0ad esempio,
si ha lim;_, 400 X; = 400 q.c. Dunque ’evento {lim,_, 40 X; = +00} ha probabilita 1
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rispetto a P, ma probabilita O rispetto a P2, dato che sotto quest’ultima probabilita (X, ),
¢ un moto browniano ¢ dunque lim, , . X; = —oo per la legge del logaritmo iterato.
Questo argomento prova anzi che su L le due probabilita sono ortogonali.

b) Per la legge del logaritmo iterato

lim —~X’ 7= 1 P8-q.c.
=0+ (2loglog )
Tim S ¢ S =02 PZ-q.c.

=0+ (2t loglog %)1/2

Queste due relazioni permettono immediatamente di costruire degli eventi in M,, per
ogni ¢, aventi probabilita 1 rispetto a P2 ¢ 0 rispetto a PZ.

S7.13 a) Basta naturalmente considerare il caso v « w. Poiché —log ¢ una funzione
convessa su R* ¢ log j — log 7y » per la disuguaglianza di Jensen,

H; ) = / log 42 dv > _1og(/ du dv) - —log(/ du) — _log(1) =0
E

Poiché, per di piti, — log € strettamente convessa, la disuguaglianza ¢ stretta, a meno che
la funzione "” non assuma un solo valore u-q.c. P01che in ogni caso I’integrale di £ T
rispetto a p deve valere 1, cid accade se ¢ solo se d =1 p-q.c. e quindi se v = u.

Un modo semplice per trovare un esempio che mostn che I’entropia non ¢ simmetrica
nei suoi due argomenti consiste nel considerare una misura w tale che esista un insieme
Acon0 < u(A) < 1eporre poi dv = p(A)~114 dp. La misura o non & assolutamente
continua rispetto a v, poiché v(A°) = 0 mentre (A > 0; dunque H(u;v) = +oo.
Invece v « u ¢ si calcola immediatamente H (v; 1) = —log w(A) < +oco.

b) Per il Teorema 7.22 di Girsanov, Py ¢ assolutamente continua su M rispetto alla
misura di Wiener P ¢

dP; . 1 2,40} e
ﬁ—exp<_/0 V.vdX.s—EA Iysl ) =l 2.
L’entropia H (P1; P) non ¢ altro che 1a media rispetto a Py del logaritmo di questa densita.

AE . d R .
Pero, nispetto a Py, perr < T si ha che B, S ¢+ — ¥+ € un moto browniano. Dunque (la
speranza dell’integrale stocastico ¢ nulla),

T T 1 T
Epl(log%)ﬂp(—/ y§de+/ ly§|2ds—§/ |y§|2ds)=
0 0 0

1 d 712 1 m2
—5/0 V5] ds—zlly 5.



328  Capitolo 12. Soluzioni

Molto simile & il calcolo dell’entropia H (P; P1). Si ha, chiaramente,

dp T 1 (7
ar "dXs + = g2d>
5 exp(/0 % +2/0 v ds

e, poiché rispetto a P (X;);<7 ¢ un moto browniano,

T T T
il ) 1 ) 1
H(P;Pl):EP(/ )/fvdXs-i-z/ |y.\<|2ds)=§/ IVil2ds = S1v'1l.
0 0 0

Qui le due entropie H (P; P1) e H(Py; P) coincidono.
¢) Sviluppando il quadrato si vede che, se v < 1,

o= [ (@7 =24 +1]du= [ @ran-1
E E

Ora

T T
BP(£2) = E* [ oxp(- / 294 dX, - f viPds)] =
0 0
T T
Ep[exp<—/ 2¥5 dXs)] exp(—/ [y§|2ds) =
0 0
T T L
= exp(Z/ |y§|2ds> exp(—/ |y§|2ds) =elvlz,
0 0

Dunque x2(P;;P) = BP(Z?) -1 = el”'13 _ 1. Allo stesso modo si calcola x2(P; Py),
che da lo stesso risultato.

S7.14 a) (Z,); & una martingala per la Proposizione 7.19. Si pud anche verificare diret-
tamente che E(Z,) = 1 (Z; ha legge lognormale) e, poiché (Z,); ¢ una supermartingala
(¢ una martingala locale > 0), ¢ una martingala (vedi I’Esercizio 4.1). B & un moto
browniano per il Teorema di Girsanov 7.22 (qui ®(s) = 20).
b) Siha
(12.18) 7= e—20B+26%1 _ o—208,-20%1
Per mostrare che (Z; 1), ¢ una Q-martingala basta ripetere il ragionamento di a), osser-
vando che B & un Q-moto browniano. Pii semplicemente si pud osservare che, su F;,
dP = Z;71dQ, e quindi necessariamente (Z71), & una Q-martingala (Esercizio 4.11).
¢) Poiché {tp < T} € Fr,

P(tr < T) = B9 <y Z70).
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Ma si ha anche {tg < T} € %, ¢ dunque {tg < T} € Frar,. Dunque, condizionando
rispetto a Fr ., ¢ usando il teorema di arresto delle martingale (Teorema 4.21)
EQ(Lirp<r) 271 = BUEC (L 27 | Frane)] =
= B (=B (Z71 | Fraee)] = E¥Q e <y Z7 pry)-

TAtp
Ma, poiché Z; 1 = e=20%, Z;irk = ¢ 29X7nr | Poiché X7ar, = R su{tg < T}, siha
Zihep Lty = €281 1) da cui segue a (7.33).

d) Basta mandare T — o0 ¢ osservare che, rispettoa Q, siha X; = B; +6t. Dunque
lim, s 100 X; = 400 Q-q.c. € Q(7g < +00) = L.
e Il lettore attento avra osservato nell’ultimo passaggio al limite una certa disinvoltura
(la probabilita Q in realta dipende anch’essa da T"). Non & pero difficile completare con
cura il ragionamento.

$7.15 a) Si ha ovviamente Q(Z, > 0) = E¥(Z/1z,»0)) = EF(Z;) = 1. Dunque Z; > 0
Q-q.c. ¢ anche P-q.c., dato che P ¢ Q sono supposte equivalenti.
b) Conseguenza immediata del Teorema 7.27, di rappresentazione delle martingale.
¢) Sia f una funzione tale che f(x) =logx per x > % e poi prolungata a tutto R in
modo da essere di classe C2. Allora, per la formula di Ito,

il
df(Z,) = f'(Z,)dZ + Ef”(Z,)]\p,Rdr.

Le derivate di f coincidono con quelle di logx per x > 1, per cui

n?

ATy \Ijs 1 AT, |\Ijs|2
log Zinr, = —dBy — = ds
g AT, /0 ZS 2/(; Z%

(& facile infatti vedere che Zg = 1 q.c. Perché?). Sipud supporre (Z;), continua, grazie
a b). Per a) e per I’Esercizio 4.3 b) si ha Z; > 0 per ogni t < T g.c. ¢ dunque (Z;),
non si annulla mai q.c. Anzi, poiché & continua esiste € > O tale che Z; > e pert < T.
Dunque ®; = 3¢ € A%([0, T]) ¢ la (7.35) & provata.

Basta ora mandare n — oo e osservare che, sempre perché Z; > 0 per ogni f q.c.,
Tn —> +00.

S8.1 a) Sisegue la falsariga del ragionamento del paragrafo 8.2. La soluzione dell’equa-

zione ordinaria -
x; =bt)x,

Xg =X

& x, = eMx, dove A(t) = fO' b(s)ds. Cerchiamo una soluzione di (8.27) della forma
x; = eMIC(2). Sivede facilmente che C deve essere soluzione di

20 dCc() =o(t)dB;
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e ciog .
C(r):/ e g (s)dB;.
0

La soluzione di (8.27) ¢ dunque

't
£ =ehOx A0 f e 2g (s) d By.
0

Poiché I’integrale stocastico di una funzione deterministica ¢, come funzione dell’estre-
mo d’integrazione, un processo gaussiano (Proposizione 6.18), & & gaussiano. Eviden-
temente E(§;) = e*(x. Calcoliamo la funzione di covarianza. Sia s < t ¢ poniamo

t
Y, = el / ¢~ 295 (s) dB;.
0
Allora, per la Proposizione 7.12,

Cov(§, &) =B Y]) =
r Ky ¥
=E[eA<f> / e—M")a(u)dBM(eA@) / e—M")a(v)dBu)*]:
0 0

s r
= eA(’)E[/ e Ao (u)dB, (/ e A 0g (v) dBU>*]eA(“)* =
0 0

o]
=i / e AW g (v)o*(v) e AW dy A6)",
0

(12.19)

In particolare per m = 1 la covarianza vale
s
eADAG) / e W52 (y) du.
0
b) Per a) la legge di & ¢ gaussiana di media e® x e di matrice di covarianza
' A2
= 22 e2br—s) ds = 2 b—l(Gth - ).
" 2
Poiché b ¢ supposta definita negativa,

2
lim ’x=0, lim T,=—2 b1,
1= +00 400 2

Cio implica (Esercizio 0.13) che la legge di § converge strettamente, per f — 00 a una

legge gaussiana di media 0 ¢ matrice di covarianza —4A2b~!. Questa legge & stazionaria
per I’Esercizio 5.16 d).
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c) Si ha, per questa equazione,

! 1
A(t):/(; —1_Sds=log(1—t).

Dunque eA® =1 — ¢ ¢ la soluzione di (8.28) ¢

1 4B,
“g‘,:(l—t)x+(1—t)/0 i

Si tratta di un processo gaussiano di funzione di covarianza

51 1
K(t,s):(l—t)(l—s)/o mdv:(l—t)(l—s)((T_T)—1>:s(l—t),

pers <t. Se & = 0, allora E(&) = 0 per ogni ¢ e il processo ha le stesse distribuzioni
di dimensioni finita di un ponte browniano.

$8.2 a) Siano B un moto browniano ¢ o una radice quadrata di a. 1’EDS associata a L

N

e
dt, = bt dt + o dB;

o =x.

Per I’Esercizio 8.1 a) (ora la matrice b non dipende dal tempo), essa ha soluzione
f
g =ePx e / e %o d B.
0

La legge di & & dunque gaussiana di media e®’x e di matrice di covarianza

= E[(/Or =g dBS) (/(;’ ebt=s) st>*].

Come per la (12.19) si trova
f * ! * 1 *
(12.20) = / (eb(l—s)o.)(eb(f—.v)o_) ds — / eltgarel™ gy = / ebugel™ 4y
0 0 0

(I’esponenziale della trasposta ¢ uguale alla trasposta dell’esponenziale). Poiché la fun-
zione di transizione p(z, x, -) non ¢& altro che la legge di & con Ia condizione iniziale
£q = x, la funzione di transizione ha densita se e solo se I" ¢ invertibile (vedi il paragrafo
0.7 e ’Esercizio 0.4). Se a & definita positiva esiste un numero x > 0 tale che per ogni
y € R™ sia (ay, y) > u|y|?. Dunque, se y # 0,

t
Ty, y) =f (e’ aeb “y,y)du=f
0 0

t

t
(aeb*“y, eb*”y)du 2/ ,uleb*“ylzdu > 0.
0
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Infatti se y 0, si ha |e?™y| > 0, dato che I’esponenziale di una matrice & sempre una
matrice invertibile.
b) L’operatore in (8.30) ¢ della forma (8.29) con

" 10 b 00
“\0 0 “\1r o0
Naturalmente o = a; calcoliamo la matrice di covarianza I" di p(z, x, -), sostituendo i
valori in (12.20). Si vede subito che 4% = b*> = ... = 0. Dunque

I" € quindi invertibile per ogni ¢. Viceversa, per I’operatore in (8.31), si ha

(00 b (10
o=(0 1) *=(oe):
g _ (1 O\ (1 0\ (1 0)_(10

T\NO et 00 0 e/ \0 O

t 0
=5 o)
che non ¢ invertibile.

¢) Cominciamo col supporre che esista un sottospazio non banale contenuto nel
nucleo (ker) di a e invariante per I’azione di b*. Allora esisterebbe un vettore non nullo
y € kera tale che b*'y e kera per ognii =1, 2, ... Ne segue che anche ¢®**y ¢ kera.
Dungque per un tale vettore si avrebbe

Dunque

da cui

I3
Ty, y) =/ (ae? "y, e yydu =0
0

e I" non pud essere invertibile. Viceversa se I non fosse invertibile, esisterebbe un vettore
y € R™ taleche (I'y, y) = 0. Poiché (ae®*y, e?"*y) > 0, deve essere (ae?™y, e y) = 0
per ogni u# < ¢ e dunque

ae?™y =0
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per ogni u# < f. Intanto, per u = 0, questa relazione implica y € kera. Poi derivando
e ponendo u# = 0 si trova che deve essere ab*y = 0. In maniera simile, derivando n
volte e ponendo u = 0 si trova ab*"y = 0 per ogni n. Il sottospazio generato dai vettori
y, b*y, b*? ¥, ... ¢ non triviale, invariante per P’azione di b* ¢ contenuto in ker a.

S8.3 a) L’equazione (8.32) ¢ lineare e si risolve facilmente. Si trova
w=ex+ 2@ -1 ¢ .

11 processo (Z;), deve soddistare Zy = x. Inoltre, per la formula di Ito,

al’; d

1321,
—(Z dt—f—
3t( [)

r
d(l'i(Zy)) = x, (ZydZz, + EW(ZI) d(Z);.

0
In questo caso I'; € una funzione lineare-affine di x e

or,
ox

a’r
_ 0 foey —
(x) = e, 72 (x) =0.

Inoltre, per definizione,

aT
a—t'(Z/) =a+0I'(Z)).

(Z;); deve dunque risolvere Zg = x ¢
(o + 0T, (Z))dt +e dz, = d(T(Z:))y = («+ 0T+ (Z,))dt + o d By,
ciot €% dZ, = o d B;; dunque
!
Zr=x+ / ¢~ %o dB;.
0

La soluzione di (8.33) ¢

!
(12.21) &=T(Z)=¢"x+ % € — 1)+ / e~ o dB;.
0
Si fratta di un processo gaussiano (facile applicazione della Proposizione 6.18) di media
(12.22) e = e x + % € —1)

e varianza

! 2
(12.23) o = / 20-952 45 = T (200 _ 7).
0 20
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b) Per la formula di Ito

1 1
d(lOgY[) :?dYr—m
t

!

2
d(Y), = (b+0logY,)dt +odB; - %dt_

Dunque & = logY; ¢ soluzione di

dg = (b— % +0&)dt + 0 dB,

(12.24)
to=x=logy

Grazie ad a) la soluzione ¢ data dalla (12.21), cona = b — t02 e x =logy. Dunque

Y, = e% > Operognit q.c. L’unicita segue dall’unicita delle soluzioni di (12.24). Inoltre,
sempre grazie ad a), ¥; ha legge lognormale (vedi I’Esercizio 0.11 per la definizione) di
parametri x4, ¢ o2 dati da (12.22) € (12.23), cona = b — 362. Se 6 < 0,

1 2
lim =5 (b= )

r—+400
. D) 0'2
lim of = ——-
f—+00 20

Y, converge in legge a una distribuzione lognormale con questi parametri.

S8.4 Intanto X, = B, — rB; & un processo adattato alla filtrazione (F,),, dove F; =
%, v o (B1) (vedi PEsercizio 2.11). Inoltre, poiché

dB, =dB, + B;:B‘ dt,
si ha
_1X't dt +dB, = —B’l"IB' dt + Bl:f}’ dt +dB, = dB, — Bydt = dX,

che ¢ quello che si voleva dimostrare.

$8.5 a) I} immediato:

dnf =d&f —yidt = (b(E) — b)) dt +e0(§7)dB, =
= (bmE+ ) —by))dt +so(n; +v)dB;.

b) Sew € {supoissT [8 fg o + V) dBu‘ < oe}, allora, pert < T,

I3 i
lnfls/ Ib(n§+ys)—b(ys)|ds+asL/ Inilds + o
0 0
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e, per il lemma di Gronwall, si ha |n?| < aeT pert < T. Passando al complementare

P( sup |75l zoz) sP( sup ‘/ o(mg + vu)dBy
0<s<T 0<s<T ' JoO

(84
> — e‘”) <
£

1 q2e-2LT ]

2 [———~
=P T AT o 1%

grazie alla maggiorazione esponenziale, Proposizione 7.5. Poiché nf = §f — y; e per
’arbitraricta di o, questa relazione implica che &4, per € — 0, converge in probabilita a
una v.a. costante che assume il solo valore y .

¢) Supponiamo verificate Ie Ipotesi (A’). Per ¢ fissato, sia R il raggio di una palla
di centro ’origine e contenente y; per ogni ¢ < T. Siano b, & un campo di vettori ¢ di
matrici rispettivamente, lipschitziani e limitati e che coincidono con b, ¢ rispettivamente
per |x| < R 4+ 1. Indichiamo con £¢ 1a soluzione dell’EDS di coefficienti b ¢ £5 ¢ con
la stessa condizione iniziale £¢ = x. Sappiamo allora (Teorema 8.9) che i due processi
£¢ ¢ £¢ coincidono fino all’uscita dalla palla di raggio R + 1. Ne segue che, pera < 1, i
due eventi

{SUp I«?f—y/lsa} e {sup |§f—yf|sa}

0=<s<T 0<s=<T

sono q.c. uguali. Dunque

1 a2e-2LT :I

P( £ __ ): ( ~E_ ) [__—,
sup |&F ~ | <« P{ sup [§f —w| <o) <2exp 2T

O<s<T O<s<T

S8.6 a) Ammettiamo per un istante le relazioni (8.38) ¢ applichiamo la formula di Ito al
processo & = h(D;, B;). Poiché (D;),; ¢ a variazione finita,

1
dh(D;, Bi) = hx(D:, B))Didt + hy(D;, B;)dB, + Ehyy(D” B;)dz.

Ma
hy(Dy, By = o (h(Dy, By))
hyy(D;, B;) = o'(h(Dy, By))o (h(D;, B;))
B,
ho(D,, B,) = exp[/ o' (h(D;, ) ds].
0
Inoltre

1 B
Di = (=50'(h(Dr, BY)o (h(D1, B)) + b(h(Dy, B)) exp| - / o’ (h(Dy, ) ds .
0

Mettendo insieme i pezzi si trova

dh(D;, B;) = b(h(D;, By))dt + o (h(D;, B;)) dB;
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che conclude la prova di a).
Restano da verificare le due relazioni del suggerimento. La (8.36) si pud scrivere

hy(x,y) =o(h(x,y), hx,y)=ux.
Poiché ammettiamo che h sia due volte derivabile in y € o & supposta derivabile,
hyy(x, y) = o' (h(x, y))Yhy(x, y) = o' (h(x, y))o (h(x, y)).
Invece, derivando rispetto a x,
hyx(y,x) = o' (h(x, YDhae(x,y),  he(x,0) =1
ovvero, posto g(y) = hy(x, y), g € soluzione del problema lineare
g =0'(h(x,y)g(), gO)=1

che ha appunto soluzione
.
gy) = CXp[/ o'(h(x,s)) ds].
0

b) Se indichiamo con f ’analogo della funzione f definita nell’enunciato dell’eser-
cizio con b al posto di b, allora chiaramente Fle,t, o) > fx,t,w) per ogni x, t. Se D
¢ la soluzione di D} = f([),, t,w), Do = x, allora D, > D, per ogni ¢ > 0. Poiché la
funzione h & crescente in entrambi i suoi argomenti (grazie al teorema di confronto per
equazioni differenziali ordinarie e poiché o ¢ strettamente positiva) si ha

& = h(D;, By) = h(Dy, By) = &

S8.7 La funzione f(y) = 1_"xy ¢taleche f(0)=xc¢e f'(y) = FOZ, ') =23
Dungque se si potesse applicare la formula di Ito si avrebbe

df (B) = ['(B)dB, + 5 f"(BYdt = ()2 dB, + 3 () ds

per cui & = f(B;) sarebbe soluzione di (8.39). Cio non ¢ corretto formalmente perché
f non & C?(R) (non ¢ nemmeno definita dappertutto). Per risolvere questo punto,
supponiamo x > 0 ¢ sia f; una funzione che coincide con f su ] — oo, % —¢] e poi
prolungata in maniera da essere C2(R). Se indichiamo con o, il tempo di passaggio di

B per % — ¢, allora la formula di Ito da, per § = f:(B,),

[AG, tAG,
§ina, =X +/ 53 ds +/ ‘gsdeN'
0 0
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Dunque & = f(B;) & soluzione di (8.39) per ogni ¢ < o.. Mandando ¢ N\, 0 ¢ facile
vedere che o, /' 7 € dunque (&), € soluzione di (8.39) su [0, 7[.

$8.8 a) Sia k* = sup, .y [G/G7|, dove || || indica la norma come operatore, in modo
che sia (G, G}, 0) < k* per ogni vettore 6 di modulo 1. Per la Proposizione 7.15

t
/ G;dB;
0

dove co = (2T mk*)~1. Se poniamo A = {supof,g lfO' Gsst| > ,0}, allora su A si ha,
pert < T,

P( sup
O=r=T

2
> ,0) < 2me 0"

| Xi| < Ix] +M[I(1+ X)) ds + p
oVVero ’ r
X* < (x| +MT+p)+M/O X* ds
e per il Lemma di Gronwall X% < (x| + MT + p)eM”. Dunque, se¢ |x| < K,
P(X; > (K +MT + p)eMT) < 2me0F".
Risolvendo R = (K + MT + p) eMT si ottiene p = Re=M7T — (|x| + MT) e dunque
P(X} > R) = 2mexp(—co(Re™T — (K + MT))’)

da cui si ricava facilmente che per ogni costante ¢ = ¢y strettamente piu piccola di
e—2MT

—2MT __
(12.25) coe =

vale la disuguaglianza (8.40), per R abbastanza grande.
b) Ovvia conseguenza di a), con F; = b(§,,1), G, =0 (&, 1).
c) Posto u(x) =log(1l + |x]?), calcoliamo con pazienza le derivate:

2X,’
SRS PP
(1226) 23;J,' "-‘!-J.',‘).Tj
ux,‘x_,‘ =

L+IxP - A+ RP)?
In particolare per |x| — -+oo le derivate prime tendono a 0 almeno come |x|7! ¢ le

derivate seconde almeno come |x|~2. Per 1a formula di Ito il processo ¥, = log(1 -+ &)
ha differenziale stocastico
n m
Y, = (Z e EDbi D)+ Y s Eoun (&, D G, r)) dr+
=1 i,j,h=1
+ Z uy; (§1)0ij (&, 1) dB;(1).

ij=1
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Dalle (12.26), poiché b e o sono supposte a crescita sublincare, ¢ chiaro che tutti i
termini uy, b;, Ux,x;0inCjh, Ux;0j; SONO limitati. Possiamo quindi applicare il punto a),
che garantisce che per p grande si ha

P( sup log(1 + |&|?) = log ,o) < ¢—clogp)?
0<r<T

ovvero P(&% > \/p—1) < e—c(ogm*  Ponendo R = Vo —1,0vvero p = R24 1, 1a
disuguaglianza diviene, per R grande,

1

(12.27) P(‘%—T > R) < e—c(log(R2+1))2 < g—¢log R? _ = T

d) Per I’Esercizio 0.3, se p > 1,

+0o0
E[(E5)?] = p / P=IP(EE > 1) dt.
0

Nelle Ipotesi (A’), perla (12.27), 1a funzione t — P(§F > ¢) tende a zero pit velocemente
di ogni polinomio per t — +oo ¢ dunque I’integrale & convergente per ogni p > 0. Se
per di pitl il coefficiente di diffusione o ¢ limitato si ha

*32 b 2
E[ea(gr) ] =1 —f—/ 2ote® P(g;j > I) dat
0
e ancora, per le (8.40) ¢ (12.25), per a < ¢ ?MT (2T mk*)~1, I’integrale & convergente.

A maggior ragione E(e*$1) < +oco per ogni o € R,

S8.9 Per I’Esercizio 8.1, il ponte browniano ¢ soluzione dell’EDS

&
dg = —7>—di +dB,

€ con la condizione &y = 0. Dunque, per la formula di Cameron-Martin, (B;),<r ¢ un
ponte browniano rispetto alla probabilita Q definita da dQ = Z7 dP dove

T

0 (1- 5’)2

(12.28) Zr = exp (-

Sappiamo che d B? = 2B; d B; + ds. Dunque

B2 2B, 1 - B?

=T Bt T st g®
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da cui . 5 . ,
B, 1 B2 (T 1 1 B?

5 _ = N = —T _ d

/0 s 9B =31 ‘ taled =N -3 | G-

Sostituendo nella (12.28) si ha

1 B2
Zr = exp(—z log(1-T) — m—:},—;)

cio¢ la tesi.

S8.10 a) Per mostrare che E(Zr) = 1, grazie alla Proposizione 7.23 b), basta provare
che E(e#0*1%:1*y < 400 per qualche u > 0 perognis <. Se X5 = (X1(5), ..., Xm(s)),
allora, poiché le componenti di X sono indipendenti, si ha

E(e,u92|xx|2) — E(ey,GZXl(s)z) . .E(e/LGZX,,,(s)Z) — E(euele(s)z)m — E(ep.sgzwz)m7
dove W ~ N(0, 1). Questa quantita, grazie all’Esercizio 0.12, ¢ finita per ogni s < se

W< (20271,
b) Per il Teorema 7.22 di Girsanov, rispetto a Q il processo

WS=XJ—9/‘ X, du
0

& un moto browniano (m dimensionale), per s < ¢. Dunque, per s < ¢, X ¢ soluzione di
dX, =0Xsds +dW;

ed ¢ dunque un processo di Ornstein-Uhlenbeck. Poiché X = Wy = 0, come abbiamo
visto nel paragrafo 8.2, si ha
t
X, = / =9 aw;.
0

¢ X € un processo gaussiano, EQ(X,) = 0 e, per la Proposizione 7.12, la matrice di
covarianza di X, rispetto a Q & uguale alla matrice identita moltiplicata per

14 i
(12.29) / U= gs = / e g = L (o200 _1).
0 0 20

¢) Intanto, per la formula di Ito, rispetto a P si ha d|X (N2 =2X;dX; +mdt, ovvero

!
/ XsdXs = : (X7 — mt).
) 2
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92
Dunque, per A = -,

EQ[e3(XP=mny _ gy 7,c= 50X =m0y _

t 92 t . 0 5
=Bloxp(0 [ XodX, -5 [ 1XPds = S0XP - mn))] =
0 0

= E[exp(—g—z2 /0’ (Xs]? ds)] =Jy.

Poiché le componenti di X sono indipendenti rispetto a Q, grazic a b),
Y p P g
Qo= 3 (X 2=mn) Lmbrp0or.—4 X102
E*[e™ 2 ] = e20"EQ[e~2 X107 m,

Rispetto a Q, X1(¢) ha varianza data dalla (12.29); quindi, ricordando 1’Esercizio 0.12,
9 e —_
Ee™2 %10 = (140 Varg (X1 (1)) 2 = (1+ 1 (¥ - 1))/ =
-172
— (% (6291 + 1)) / .

Mettendo insieme i pezzi si ottiene

—m/2 201 —m/2
J, = e%m@l (1 o201 n 1)) 4 — (L‘ = l) . — COSh(GI)_I11/2.
2 2cf?f

d) Per A negativo, la trasformata di Laplace della v.a. fO' |X;]?ds vale dunque
cosh(v/=2x1)™™/2. Ricordando che la trasformata di Laplace & una funzione anali-
tica (vedi il paragrafo 11.1), per A > 0, essa varra cosh(i~/21 t)~"/2 = cos(+/2x t)~"/2,
fino all’ascissa di convergenza. Tenendo conto che il primo zero positivo del coseno &
%, ’ascissa di convergenza ¢ ’é—,z. In conclusione

J_ |cos (V2x1)™"2 seh < Z-
~+-00 se A >

S8.11 a) Per il Teorema di Girsanov, B, = X, — fo' b(Xs + x) ds ¢ un moto browniano
per t < T rispetto alla probabilita Q definita da dQ = Z dP, dove

T 1 T
Z:exp(/ b(XS—i—x)dXs—z‘/ b* (X +X)ds>.
0 0

Ma se U & una primitiva di b, allora per la formula di Ito

dU(X; +x) = b(X; +x)dX, + 3b'(X; + x) dt
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per cui

T T
/ b(Xs +x)dX, = UKy +3) = UG) — 5 / B(Xs +x)ds
0 0

per cui Z ¢ data dalla (8.41). Rispetto a Q dunque (X,),<7 ¢ soluzione di
t
X[—':/ b(X_y"'—x)dS“l—B[
0
e Y, = X; + x ¢ soluzione di
T T
Y: :x+/ b(X;+x)ds+ B, =x+/ b(Y,)ds + B;.
0 0

b) Calcoliamo la trasformata di Laplace della legge di ¥; con la condizione iniziale
Yo = x. Poiché questa coincide con quella di X, + x rispetto a Q, si tratta di calcolare

EQ[eé(X,-H‘)] — E[ZGG(X,+x)]

Se b(z) = ktanh(kz + ¢), allora, poich¢

o2y
tanh() = bl]lhﬂ(\.) 1 ].1
cosh*(z) cosh“(z)
tanh'(z) = ———>
@ cosh?(z)

si ha b’ + b? = k2. Inolire una primitiva di b ¢ U (z) = log cosh(kz + ¢). Dunque

_ cosh(kX7 +kx+¢) _1pr
cosh(kx +¢)

L

E(Ze?0rt?) = cosh(kx +¢) 3

[cosh(kX 7 + kx +¢) 2K+ =

C_%I‘z?cot
- e(9+k)X,+kx+c ek(XT—Xr) + e(‘9—k)X,—kx—c e—k(XT—X,)]

~ 2cosh(kx +¢) |
Poiché rispetto a P X, ~ N(0,'tr) ¢ X, ¢ X1 — X, sono indipendenti,

e~ 3T o 3kH(T=1)

Ox (3 (O+k)2t kx+c Lo—k2r \—kx—cy _
——e"(e2 e +e2 e -
2cosh(kx +¢) ( )

E(ZeG(X/+x)) —

_ 1 (eée%ee(krﬂ) ekxte 4 307 0(=kt+x) e—kx—c)
2cosh(kx + ¢) “Y——v— —_—
1(6) f12(0)
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dove riconosciamo che fi1 e fiy sono rispettivamente le trasformate di Laplace di una
legge N (kt+x,t) e diuna N(—kr+x,t). Lalegge di ¥; ¢ dunque una mistura di queste
due leggi con pesi (indipendenti da £)

c.i',v +e¢ e —kx—e¢

l-«

o= ck,\'-l-c 4 c—k.\'—t.‘ ’ = ck.t+c + c—k_\‘-—c

S9.1 Siano X = (@, M, (M), (X;);, (P¥),) la diffusione canonica associata a L e 7 il
tempo d’uscita da D
a) Perla (9.3)siha, perx € D,

u(x) =E*[u(X:)Z:] - E* </0r F X5 Zs dS>

dove Z, = ¢~ Jo“X4 Poiche 7, < 1 perognit, f > Oe X; € 3D P*-q.c.,

ulx) < B [u(X:)] < max u.

b) Immediato per la (9.4); infatti, per ogni x € D, u(x) = E*[u(X:)] ¢, poiché X
prende valori in 8D P*-q.c.,

minu < u(X;) < maxu, P*-q.c
aD 3D

S9.2 a) Basta applicare la formula di rappresentazione (9.3), ricordando che qui ¢ = 0,
Zi=le f=-1
b) Se m = 11a(9.31) diviene

ju’ = -1 sul-1,1]
u(-1)=u@)=0

che ha per soluzione u(x) = 1 —x2. Dunque E(z) = u(0) = 1. Se m > 2, come indicato

nel suggerimento, se cerchiamo una soluzione della forma u(x) = g(|x|), si vede che

1 g m-1,
EAM(X)— 8 (IXI)Jr—2|x| g (Ix1).

Si tratta dunque di risolvere 1’equazione

m —

2y

1 1 .
(12.30) Eg”(y) + gy =-1

con la condizione g(1) = 0 (piu un’altra che vedremo). Ponendo v = g/, siamo condotti
all’equazione

L) = -1.

1, m —
(12.31) o )+ 5

y
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Separando le variabili, I’equazione omogenea €

v'(y) _ m-1
v(y)

e ciod v(y) = c1y~™*1. Con il metodo della variazione delle costanti arbitrarie, cer-
chiamo una soluzione di (12.31) della forma c(y)y~"*! ¢ si vede subito che deve essere

C/(y)y—m+1 = _7

edunque c(y) = —,% y™. Inconclusione ’integrale della (12.31) € v(y) = 3y "™+ - n% y.
Calcoliamone la primitiva; se m > 3 I’integrale generale della (12.30) &

g(y) =c1y "2 —

L

g + 2.

La condizione g(1) =0daci 4+ ¢ = % Occorre pero anche che g sia definita in 0, ciog¢
deve essere ¢1 = 0. In conclusione la soluzione di (9.31) ¢

1 1
u@) =— — —|x|?
m m

e dunque u(0) = L. Se m = 2 il calcolo della primitiva di v & diverso e 1’integrale

m*

generale della (12.30) ¢
1 5
gy) =cilogy — —y"+c
m
ma il resto del ragionamento ¢ lo stesso.

S9.3 La prima parte dell’enunciato ¢ una conseguenza delle Proposizioni 9.1 ¢ 9.2.
Per calcolare P*(X; = 1), due possibilita: la prima consiste nell’osservare che u(x) =
P*(X. = 1) ¢ soluzione di

%a(x)u”(x):O O<x <1
u(0)=0,u(l) =1

(¢ la formula di rappresentazione (9.3), conc =0, f =0, ¢(0) = 0,¢(1) = 1). La
soluzione ¢ molto semplice perché, dato che a(x) > 0 per ogni x, ’equazione diviene
u'" = 0 e si risolve immediatamente. Cid mostra gia che P*(X; = 1) non dipende da a.

Alternativamente si sarebbe potuto osservare che la diffusione X si pud ottenere risol-
vendo ’EDS dX; = o (X,)dB,, dove o ¢ il campo di matrici lipschitziano che & radice
quadrata di a. Dunque

TAT
o +/ o (Xs)dB.
0
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L’integrale stocastico a destra ¢ una martingala, poiché o ¢ limitata su [0, 1]. Dunque
E* (X;Ar) = x. Poiché | X, .| < 1, si pud applicare il Teorema di Lebesgue e passare al
limite per t — o0, il che da x = E*(X+). Poiché X, pud prendere soloivalori 0 o 1,

x =P*(X; = 1).

S9.4 a) Segue dalle Proposizioni 9.1 ¢ 9.2 (¢ soddisfatta la condizione Bs).
b) Poniamo v(x) = x'~%. Si verifica subito che

1 1" $ ; .
5V (x)—}-;v(x)—O l

perognix > 0. Dunque, se chiamiamo u (x) il termine a destra nella (9.32), u € soluzione
del problema

Tu"(x)+ L u'(x) =0 x €la, b[
ulay=0,ub)=1
Dunque, per la (9.4), u(x) = P*(X: = b).
¢) Grazie all’Esercizio 7.11, sappiamo che il processo X, = | B, + x| ¢ soluzione di

m—1

dove W & un moto browniano reale, con la condizione Xo = |x| = &. Dunque, indicando
con P# la legge di X,

x* —at (b)A
b* —a* \x

dove A = 26 — 1 =m — 2. Per m — oo questa probabilita converge a 1.

P*(|Bs| =b) =P (X = b) =

9.5 Perla (9.3),
uf(z) = E[¢(E°(1))]

dove &° ¢ la diffusione associata all’operatore L® di (9.33) e con la condizione iniziale
£5 = z,z € D. Evidentemente, se z = (x, y),

d&f(t) = (x+t+eB1(t), y +eBa(t)).

Se indichiamo con y la traiettoria, a valori R?, y; = (x4, ¥) si vede, direttamente oppure
usando I’Esercizio 8.5, che la legge di £¢ si concentra, per ¢ \ 0, sulla traiettoria y;
dunque, E(¢ (§° (7)) dovrebbe convergere a ¢ (v, ) (per w € 6 indichiamo con 7y, il primo
istante in cuila traiettoria w esce da D). Efacile inoltre verificare che Yr, = (V1- ¥2, y).

Dunque si dovrebbe avere u®(z) — uo(z) = ¢ (/1 — y2, y). In particolare il valore del
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limite uo dipende dal dato al bordo solo sulla meta di destra della circonferenza. Vediamo
ora come rendere rigorosa questa argomentazione.

Intanto osserviamo che il tempo in cui la traiettoria y esceda D ¢, = \/1 — y2 — x.
Fissiamo T = /1 — y?2 —x+1. Peré > 0 poniamo As = {w; w € €, sup, . |w; — | <
8}. Grazie all’Esercizio 8.5, o anche direttamente, si vede che B

P(E € AS) = P(suplB,l > g) =0

1<T

e dunque
E(@ED) Lgrens) < 9loPE° € A7) — 0.

Draltra parte, per > 0 fissato, esiste §; > O tale che |¢p(2) —d(y:)| < nse|z—y:e| < 61.
Inoltre esiste 6o > 0tale che, se sup, o7 |wr—yi| < &2, allora [wy, —yz, | < 1. Preciseremo
poi questo fatto intuitivo. Con la scelta di § = 67 si ha allora

[E[¢ ()] — (v, )l < E[19(57) — (v, )] <
<E[l9GE7) — o rr ) Ligrcag] + E[10 (60 — o (vr, )1 (grean] <
= Ellp&0) — o (rr ) igeeny] +11

—0

e, per ’arbitrarieta di n si pud concludere.

Mostriamo che esiste §; > 0 tale che se sup, <7 lw; — ¥1| < &2 allora |we, — vy, | < 81.
Sia §g > 0, allora esiste un numero o = o5 > Otale che dist (y;, dD) > arpers < 1, —8
e per s > 1, + 8o; si pud comunque scegliere o < 18;. Se sup,<r |[wr — vl < a, allora
intanto wy € D pers < 1, — 8 ¢ wy € D per s > 1, + §9. Deve dunque essere
T, — 8o < Ty < Ty + do. Inoltre

|wr,, — Vry| < Wz, — Vo, |+ V5, — )’r,,l <o+
¢, Basta ora scegliere 8o = 461.

S9.6 Lalegge d’uscita dalla circonferenza di raggio 1, per un moto browniano con punto
iniziale in x ha densita (vedi Esempio 9.4)

_ 11—

T 27 |x — y)?

N(x,y)

rispetto alla misura 1-dimensionale normalizzata del cerchio. In questo caso |x| = % e,
in coordinate angolari, siamo condotti al calcolo dell’integrale

R T
427 | _aplx—y@)F
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dove y(8) = (cosb,sin0). Dunque |x — (@) = (3 —cos8)? +sin*@ = 3 — cosb.
L’integrale si calcola con il solito cambio di variabile

I P 2
COSQ—_—m, t—:tg'i, d0=_1-|-—[2dt

e dunque

3 11 2 3 M1 il i
_’:_/_ ———-r——dt:;/ —dt:;arctg(i%t)_l:

1%_}%}1+t2 1 14912
. 2 arctg 3 ~ 0.795.
b4

S9.7 a) Per ¢ > (0 fissato, indichiamo ancora con u una funzione C 2(R™), che coincida
con u su D.. Allora, per la formula di Ito,

dM, =6’ u(X,)dt + e’ (X;) d X, 5 Leor > aX = (X,)dt
i,j=1

= (Ou(X,) + Lu(Xp))dt + "' (X;) o (X,)dB,
Poiché My = u(x) P*-q.c. e u(X,;) + Lu(X,) =0pert < 7,
AT
Mipg, = u(x) + / u'(X)o(Xs)dBs, Pr-q.c.

0

Si tratta di una martingala di quadrato integrabile, poiché u’ € o sono limitate su D;.
b) Dalla relazione

Ex[ee('ME)M(XrArE)] =E* (Mirr,) = E* (M) = u(x),

passando al limite prima per t — +o00 € poi per & N\, 0, usando due volte il Lemma di
Fatou (ricordiamo che supponiamo u > 0), si ha

E* (&%) = B*[e%"u(X:)] < u(x).
Dunque la v.a. €T ¢ P*-integrabile. Le v.a. €U %)y (X,,,,) sono dunque positive e
maggiorate da ¢’ max,_ju(x). Di nuovo passando al limite per  — +oo e poi per

£ \. 0 e usando ora il Teorema di Lebesgue si trova E* (e97) = u(x).
¢) L’integrale generale di 1u” +6u =028

u(x) = ¢ cos(v/20 x) + ¢ sin(+/26 x).
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Imponendo le condizioniu(r) = u(—r) = 1, sitrovacy = cos(~v/26 r)~1, ¢ = 0. Dunque
la soluzione di (9.34) ¢
cos(«/_ x)

cos(\/—e r)

Poiché cosy > 0 per < Z_una soluzione > 0 esiste se e solo se /20 r < %, ovvero
y y 5 5

ulx) =

g < ”—2 La v.a. T ha quindi trasformata di Laplace finita per questi valori di 6. Dato

che E* (e"’) S tooper I, quest ’ultima & 1’ascissa di convergenza. In particolare
T non ha trasformata di Laplace finita per ogni 6 € R e quindi non puo essere limitata
P*-q.c. La media di 7 si trova calcolando la derivata in O della trasformata di Laplace.
Poiché

d cos(«/—x)
do cos(«/_r)
1 . . r
= m <— cos(«/2—9 r) sm(«/%x) «/_ﬁ + sm(«/ﬁ r) cos(~/26 x) E)

si ottiene, per @ = 0, E*(t,) = r? —x? (la media del tempo d’uscita era gja stata calcolata
nell’Esercizio 9.2). Per la disuguaglianza di Markov, per ogni 8 > 0,

P*(t > R) < P*(ef™ > efR) < ¢ PRE*(f7).

Questa relazione da una stima della coda della distribuzione di 7 per ogni <

S9.8 a)Sia B = (2, &, (%), (B;)r, P) un moto browniano. Per ogni boreliano A C €,si
haP(B € A) =PY(4). MaP%¥ (%) =P(Bg =0) = 1.

b) Se A ¢ un aperto contenente la traiettoria 0, allora esso contiene un intorno di 0
della forma U = {w; supg, <7 lw(f)| < n}; basta mostrare che P¥(U) > 0. Ma

PY (1) =P( sup |B| < n) > P( sup |B;(1)] < -l)
OSIET ' ,11 05/£T «/m

Poiché .

P(Oz?ngB,-(m < ﬁ) —P(z,, 5 >T)>0
si ottiene P (U) > 0.

¢) Rinviamo a pili tardi la prova del fatto che le traiettorie della forma y; = fO’ b, ds,

® e L?, sono dense in 6p. Se A C %g ¢ un aperto (per la topologia indotta da 6),
allora esso contiene una traiettoria y di questo tipo ¢ A = A — y ¢ un aperto contenente
Porigine. Sia V = {w; supy, <7 |w(t)| < n} un intorno dell’origine contenuto in A. Sia
ha

P(Be A)=PB-ycA)>=PB-yeV).
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Se poniamo

T 1 T
Z:exp<—/ y.’sdB.s—zf Iyélzds),
0 0

e s¢ Q ¢ la probabilita definita da dQ = Z dP, allora per il Teorema 7.22 di Girsanov, per
t < T il processo W, = B; + y; ¢ un moto browniano. Dunque B; = W; — y; ha rispetto
a Qla stessa legge di B; — y; rispetto a P, per ¢ < T. Dunque

P(B —Y € V) = Q(B [S V) = E(l{BEV}Z).

Basta ora osservare che Z > 0 P-q.c. e che, grazie ab), P(B € V) > 0. Ne segue che
E(l{Bev}Z) > 0.

Vediamo sommariamente perché le traicttorie della forma sopradescritta sono dense
in Qp. Si tratta di un risultato classico: queste traiettorie costituiscono anzi uno spazio
di Hilbert %7, denso in €p. Intanto osserviamo che appartengono a #; le traiettorie
lineari a tratti ¢ costanti a partire da un certo istante 7 > 0. Inoltre sia { € 6o e
fissiamo n > 0, T > 0. Si tratta di provare che csiste una traiettoria y € 9, tale che
{sup, .7 |&r — | < n}. Dato che, ristrettaa [0, T, ¢ eumformemente continua, siad > 0
tale che se |t —s| < & allora | — &| < 3. Siano0 =1ty < t; < ... <t, =T dei tempi tali
che |t —ti_1) <é,i=1,...,n¢cy la traiettoria lineare a tratti che coincide con ¢ agli
istanti #; ed ¢ lineare tra gli istanti ti—y tii =1 =1,...,n; allora sup, . & — ve| < 0.
Infatti, se t; <t < tj4q, poiché y;, = ¢y, B

Ve = &l < Ve — Vel 180 = &5

Ora | — &;| < %, mentre, poiché

l—
Vi =Vn + ri(yf,+1 Vi)
i+1

|yl‘ - yl,'] b |)/r,-+1 - Vr,-l . |§f,'+1 - gf,'l = 'g
S9.9 LLa EDS associataa L ¢

dove o = /a. Poiché le Ipotesi (A) sono soddisfatte, sappiamo che la soluzione fon-
damentale ¢ data dalla densita della funzione di transizione, se questa esiste. A questo
scopo non si pud applicare il Teorema 9.12, le cui ipotesi non sono soddisfatte dato
che i coefficienti non sono limitati. Perd sappiamo che la soluzione di (12.32) con la
condizione iniziale £y = x ¢

£ =xexp[(b— %)t +0B)].
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(vedi il paragrafo 8.2). Si tratta di una diffusione omogenca nel tempo ¢ la funzione di
transizione p(r, x, -) ¢ la legge della vaa. &§. La v.a. exp[(b - —)t + aB,] ha legge
lognormale di parametri (b — %Z)t e 0t (vedi Esercizio 0.11) ed ha dunque densita

1 o2y 22
g(}’)=mexl’( 3921 (logy —( —7)f) )

La funzione di transizione p(t, x, -) ha dunque densita

1 1 s2un2
10,5,9) = e oxp(- g (e = (= 5))’)

e la soluzione fondamentale & ["(s, ¢, x, y) = gt — s, x, y).

S9.10 a) Per la formula di Ito

dBM? =2 Bi(t)dBi (1) +ndr.

Dunque, poiché
dM,(t) = 22 B:(t)dB; (1),

M,, & una martingala di quadrato integrabile. Per il teorema d’arresto, per ogni ¢ > 0,
E[M,( A 1)) = E[M,(0)] = 0 ¢ dunque

E(1BY. 1%) = nE(t A 1).

Mandiamo ¢ — +o0 € passiamo al limite (a sinistra con il Teorema di Lebesgue perché
IB™ |2 < n, adestra con quello di Beppo Levi). Poiché |BYY|2 = n, si ottiene nE(t,) =

INT,
n, ciog il risultato voluto.

b) Per la formula di Ito

1 B; (1
(12.33) dR,(t) =dr + = ZB (1 dBi(t) =dr + > |B( ’|Z Bé”)ldB,-(t).
i=1 i=1 I
Poniamo
! e B,(s)
W, = — i (s)
0 ’gl: tB:E”]
Poiché
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il Teorema 7.16 afferma che W € un moto browniano e sostituendo nella (12.33) si ottiene
la (9.35).
c) Si ha, grazie a b),

2 AT,
Rn(t/\fn)‘t/\l—n:ﬁ/o Rn(s)dWc-

Poiché /R, (s) < 1pers < 1,, Z; = R,(t A 1) — f A T, € una martingala di quadrato
integrabile. Per la disuguaglianza di Doob,

E[ sup R () — z|2] - E(sup Z,2> < 4supE(Z?) =

O<r<rt, t>0 >0
- 1—6E[/ Ru(s) ds] < 1Opey 18,
n 0 n n

In particolare, B(| R, (1) — 7,)|%) < 16 ¢ per la disuguaglianza di Markov,

16
P(Ru(th) —u)l =€) < —"
ne

Poiché R,(r,) = 1, cido dimostra che 7, — 1 in probabilita per n — oo.

d) m,,4(0,) elaleggedi X, = (B1(1y), - .., Ba(1,)), come indicato nel suggerimento.
Poiché t, — 1 per n — oo in probabilitd, da ogni sottosuccessione di (z,), Si pud
estrarre una ulteriore sottosuccessione convergente a 1 q.c. Da ci0 si ricava facilmente
che da ogni sottosuccessione di (X, ), Si pud estrarre una sottosuccessione convergente
aX=(B.(1),...,B;(1)) g.c. Quindi X,, — N(0, ) in legge per n — oo.

S9.11 a) Poniamo 7’ = inf{¢; ¢t > 0, X, ¢ D). Si tratta di dimostrare che, se D ha una
barriera locale per L in x, allora P*(r’ = 0) = 1. Continuiamo a indicare con w una
funzione C%(R™) limitata e che coincida con w in un intorno di x, che continueremo a
indicare W. Poniamo o = tw A 7/, dove 1y ¢ il tempo d’uscita da W. Poiché w(x) = 0,
la formula di Ito da, per t > 0,

IAC IAG
w(Xing) :/ Lw(Xs)dS+/ wfv(Xs)st Px'q-c'
0 0

L’integrale stocastico ha media nulla, poiché il gradiente w ¢ limitato in W. Quindi

E*[w(Xirg)] = B (/Om Lw(X,) ds) < —F(t AO).

Poiché il termine di sinistra &€ > 0, deve esserc E*(t A o) = 0, ovvero o = 0 P*-q.c.
Poiché ry > 0 P*-q.c. per la continuita delle traiettorie, deve dunque essere 7/ = 0
P*-q.c. e dunque x € regolare per la diffusione X.
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b) Cerchiamo una barriera della forma w(y) = k[|x —z|77 — |y — z|7P] dove k, p
sono numeri > 0 che preciseremo poi. Intanto ¢ chiaro che w(x) =0 e w > Osu D,
poiché S ¢ D¢ e dunque, per y € D, |y — z| ¢ piu grande del raggio della sfera, che €
uguale a [x — z|. Calcoliamo le derivate di w.

ow e
=) =kply -2 2(y; — zi)
Yi

82w —p—4 —p-2
W(y) =—kp(p+Dly — 217" (i —z)(y; — z;) +kply — 2| dij
i [}

Dunque

m
Lw(y) =—kp(p+2)ly - 277" > a0 i = 2) (0 — 2))+
i,j=1
m nm
+kply = 21772 "ai () +kply — 2772 ) b (i~ 20)
i=1 i=1

Siano ora A un numero > 0, tale che (a(y)€,&) > A& perogniy e De & e R, M un
numero che maggiora la norma di b(y) e la traccia di a(y) per ogni y € W. Allora

Lw(y) < —kp(p + My — 277> +kpMly — 2|77 + kpMly — 27771 =
= —kply = zI 7P 2(M(p+2) = M — Mly —z))

Se W & un intorno limitato di x, allora la quantita |y — z| resta limitata per y € W. Si puo
dunque sceglicre p abbastanza grande in modo che sia A(p +2) — M — M|y —z| > 1 su
W. Con questa scelta si ha, per y e WN D,

Lw(y) < —kply — 27772 < —kplx — z|7P7>

e, scegliendo k abbastanza grande, si ha Lw(y) < —1, come richiesto.

$9.12 a) Per il Teorema 9.9 una soluzione ¢ data da u(x, t) = E¥/[X2], dove P*' & la
legge della diffusione di generatore differenziale Lu = %u/ " con le condizioni iniziali
x,t. Rispettoa P*' X :‘} hala stessalegge di (Br_, +x)2, dove (B;); & un moto browniano.
Dunque

w(x, 1) =B(B%_, +2xBr_, +x%) =T — 1+ x*.

La soluzione & unica tra le soluzioni a crescita polinomiale per il Teorema 9.7.
b) Se ¢ (x) = x™, allora I’unica soluzione a crescita polinomiale ¢

u(e, 1) =E[(Br_ +x)"] =Y <’Z>x’<E(B;I:,’<

i=1



352 Capitolo 12. Soluzioni

Poiché E(BJ'~F) = 0se m—k & dispari, mentre E(BJ=%) = (T —1)*E(B¥) sem—k = 24,

f f
u € un polinomio nelle variabili x, . Basta ora osservare che la soluzione u € lineare in

é.

S9.13 Si vede facilmente con la formula di Ito (usando i soliti accorgimenti, perché la
funzione log non ¢ definita su tutto R) che, se 7 indica il tempo d’uscita dalla semiretta
10, +o0], allora, scrivendo 5, = n)"', y = logx € & = &' per semplicita,

SAT 1 SAT
Nsar =y + / (b(su, u) + Ea(gu, u)Z) du +/ oy, u)dB, =
t !
SAT 1 SAT
:y-f-/ (b(e”“,u)+§0(eﬂ",u)2) du+/ o), u)dB;.
' !

Posto B(y, u) =be, u)+ %a(e", u)?,& (v, w) = o (e?, u), il processo n coincide dunque
fino al tempo 7 con la soluzione ¥ dell’EDS

dYs = b(Y,s)ds + & (Ys, s) d B;

(12.34)

Y, =y=logx.
Poiché i coefficienti b, & sono limitati e localmente lipschitziani, per il Teorema 8.8,
I’EDS (12.34) ha soluzione per s € [#, T]. Poiché la soluzione ¢ unica, anche il processo
n ¢ definito su [z, T'], e dunque 7 > T q.c. (anzi t = 400 q.C.).

b) Il generatore L, della diffusione ¥ &

S| dz . d

L =26 & — —_—
t 2(7()’,0 dyz +b(y’t)dy

Inoltre, se poniamo d(y) =d ), f(y,s) = f(e.s)e ¢(y, s) = c(e”, s), si pud scrivere
~ T_ yr o S
u(e, 1) = B[y e~ o FORT ) B f Fn, sye™di <o V)
t

Poiché ¢ ¢ f_sono a crescita polinomiale in x, & ¢ f sono a crescita esponenziale in y.
L’operatore L, soddisfa alle Ipotesi (A”) ed ha un coefficiente di diffusione ¢ limitato.
Per il Teorema 9.9, la funzione #(y, t) = u(e”, t) ¢ soluzione di

{i,m%—aa:f sulR x [0, T[
i(y, T) = ()

Si vede facilmente che

(i, n % - 5)a(y, 1) = (L, + % - c)u(ey, )
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e dunque u & soluzione di (9.38).

S9.14 a) Ovviamente si ha

1 [P S TNNY
u(x,t)=W/¢(Y)e 2= ay

¢ si vede facilmente che u & C*® perché si pud derivare sotto il segno (non ¢ altro che la
Proposizione 9.14).

b) E una conseguenza della proprieta di Markov (Proposizione 5.6): set < T, poiché
¢ (X7) ¢ una v.a. 9. misurabile limitata, si ha condizionando

u(x,s) =E[EY (o(X7) | F))] = EXS[EX0!(¢(X7))] = B [u(X,, 1)].

¢) Grazie ad a), la funzione x — u(x,T’) ¢ continua per ogni 7/ < T. Inoltre u
¢ chiaramente limitata, dato che ¢ lo &. Per il punto b) e la formula di Feynman-Kac
(Teorema 9.9) u & quindi soluzione di (9.39) su R™ x [0, 7'[ e quindi, per I"arbitraricta
di 7/, su R™ x [0, T[.

Per mostrare la (9.40), sia x un punto di continuitd per ¢ e fissiamo ¢ > 0. Sia
8 > 0 tale che |9 (x) — ¢(y)| < & se |x —y| < §. Sia poi ¢ > 0 un numero tale che
P (| Xy —x| > 8) =P Xy, —x|>8) <eperogniT —t <t < T. Untale numero
esiste sicuramente perché, rispetto a P:0, (X, — x), & un moto browniano ¢ quindi

] e 2 dy - 0

P*O(|Xp_ —x|>8):—~;/
(X7 (:}_N)m/, lyl>8/VT=7 t—>T

SeT —1 <t < T sihaallora
lu(x, 1) — )| <E“'[|Ip(X7) — ()] =
=E"'[|¢(X1) — ¢ ()| 1x7 x5 ] + BV [lo(X1) — ¢ ()11 x7—x26)] <
< [@llocP* (I X7 — x| > 8) + & < &([@lloc + 1)

e si conclude per I’arbitraricta di €.
d) Applicando il risultato di ¢) con ¢ = 10,4, Si ha subito che

u(x, 1) = B [1jo 400 (X1)] = ¢ 2 dy

1
(2m)1/2 /_x/m

¢ soluzione del problema proposto; x = 0 ¢ il solo punto di discontinuita di ¢ = 19,400
cd & immediato che (0, 1) = § perognit < T.

S9.15 a) Basta dimostrare (Proposizione 7.23 b)) che E(e#?*1Bs+5) < 400 per ogni
s < T per qualche valore di . > 0. Ma questo ¢ immediato poiché

E(GMGZIB:-}—MZ) = e2“92]"'2E(e2“92|3512) - e2u92|x12E(62u9281(.v)z)m
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¢ il termine a destra & finito per ogni s < T non appena u < (4627)~! (Esercizio 0.12).
b) Per il Teorema 7.22 di Girsanov, rispetto a Q il processo

!
Wr:B,—Q/(BJ+X)dS
0
¢ un moto browniano per ¢t < T; quindi, se ¥, = B; +x,

1
Y,:B,+x=x+9/ Yods + W
0

e (Yo): ¢, rispetto a Q, un processo di Ornstein-Uhlenbeck, avente x come valore iniziale.
Riprendendo i calcoli del paragrafo 8.2, Y, & una v.a. gaussiana di media b = ¢%x ¢
matrice di covarianza I' = 55 (¢?" — 1)1.

¢) Per la formula di Ito, rispetto a P,

T
1
/ (Bs +x)dB; = > (|Br1? = mT) + (x, Br).
o .

Dunque

Eexp(—§ (B> —mT) — 6(x, Br))] = E[Zr exp(-5(I1Br|* —mT) — 6(x, Br))| =

2

T T
_ E[exp(@/ (B; +x)dB; — % / By + x> ds — g(|BT|2 —mT) - 6(x, BT)>]
[} 0

= E[exp(—e—z2 /(;T | Bs +x|2ds)].

d) Sipuo scrivere X = b +I''/2Z, dove Z ~ N (0, I). Dunque

(AX,X)=(TYV2ATV2Z, 7y + 2TYV2 Ab, Z) + (Ab, b)

E(e%(AX.X)) _

(2:rl)m/2 /e%((FI/ZAFI/ZZ~Z)+2(F1/2A”'Z)+<A””’) e~3% gz =

(12.35) | .
= Gy / exp[—§(<(1 —TY2ATY2)z, z) = 2AT'V? Ab, z) — (AD, b))] dz.

Questo tipo d’integrali si calcola scrivendo 1’esponente nella forma

(U =T2AT )t w), 2+ w)
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pili un termine che non dipende da z, dove w € R™ & un vettore da determinare. Si ha

(I =TYV2ATY2)(z + w), 2+ w) =
= ((I =TY2ATY2)z, 72y + 2((I = TV2AT V2w, 2) + (I = TY2AT V2w, w).

Deve dunque essere (I —T'V/2AT'Y/2)yy = —T"'V/2 Ab, ovvero, se la matrice / — '1/2AT'1/2
¢ invertibile,
w = —(I —T2ATY)~IT12 Ap.

Con questa scelta di w I’esponente dell’integrando nella (12.35) diviene, a parte il fattore

1
29

—((I =TY2ATV2)(z +w), z +w) + ((Ab, b) + {ATV2(I —TV2AT V%) ~IT12 Ab, b) =
= —((I =TYV2ZATY?)(z 4+ w), 2+ w) + (A + ATY2(I = T2ATV=IT V2 A)b, by,

Con il cambio di variabile z + w — z ¢ riconoscendo, a meno della costante, I’integrale
di una densitd gaussiana, si ha, se la matrice I — I'/2AT'1/2 ¢ definita positiva,

/ e—-]i((I—FI/ZAFI/Z)(Z+W),Z+W) dZ _ (2].[)111/2 det(I _ Fl/ZAFI/Z)—l/Z_

In conclusione, E(e%(AX‘X)) ¢ uguale a
det(I — TV/2AT1/2)=1/2 exp(%((A 4+ ATV2(] —T12AT12)=111/24)p, b)).

Se invece la matrice I — I''/2AT"1/2 non ¢ definita positiva, I’integrando nella (12.35)
non tende a 0 per |z| — o0 e si vede con un po’ di calcolo che I’integrale ¢ infinito. In

questo caso dunque E(e%(AX‘X)) = +00. In particolare se X ~ N (b, 02I), per A =261,
siha I —TY2ATY2 = (1 -2020)] ¢

A+ AT12(] —T12ATV)=IT2A = (20 4+ 200 (1 - 200%™ 1200)] =

40%c2 20
= (20+ 1 5g3) ! = T=3507 !
e dunque
01X12y _ 20\—n/2 6 2
(12.36) B@WP) = (1 - 2020) "2 exp(r— 5 1bI*)

se 2020 < 1 ¢ E(e?X1*) = 400 altrimenti, cioé la (9.42).
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€) Se A = , grazie a ¢) la via. By + x ha, rispetto a Q, una legge normale di
media b = eeTx e matrlce di covarianza ' = 021, con 6% = 55 (% — 1). Per il punto
d), sostituendo 6 con —§ nella (12.36),

T
E[exp(k/o (Bs +x)? ds)] = EQ[exp(—-4(Br|* —mT) - 6(x, Br))| =

0 2 6 2 6 ) 0
ST+ RQ[ =L 1Br+x127 _ ST +Ix1) 207—m/2 _ 2
e2 <INE [e 5 |Br+x ]_ez 11 4+ 026) exp( —_2(l+030)|b| )

Si vede subito che 14+ 020 = 1 (¢?7 + 1), per cui

6T —m/2 20T —m/2
ez’"T(1+c729)_'"/2 (eeT)'"/z(——+1) :(-—e +1> —cosh(§T) ™"/
2 2efT
mentre
1.2 0 B1x|? 2e20T
7 Ly) (570~ ) -
¢ exp 2(1+02(9)|b| exp > 1 T 11
2
= exp(—el;c| tanh (6 T)).
Cio¢

E[exp(A/OTle +x|2ds)] =cosh(6T)~ ’“/Zexp[ |2| tanh(@T)]

1) Per il Teorema 9.9, una soluzione del problema (9.41) ¢ data da
T
u(x, ) = Ex"[e_)‘f, 'X-‘lzds],

dove (Q, F, (F/)r, (X)), (P¥"), ;) ¢ la diffusione canonica associata all’operatore L =
%A. Sappiamo per0 che, rispetto a P/, il processo (X;)s>, ha la stessalegge di (Bs—; +
x);, dove (B;); ¢ un moto browniano. Dunque

ux, 1) = E[e_kfoh IB.\-+x|2ds] _
= cosh(vV2X (T - 1)) "¢ [ V21 |x| VI o J—(T_t))}

Questa soluzione, che & limitata, € unica tra le funzioni a crescita polinomiale.

S10.1 Siamo nel campo di applicabilita delle formule del filtro di Kalman-Bucy. La
varianza della legge condizionale R, si calcola risolvendo 1’equazione di Riccati (10.15).
Quia =01 =072 =0ca =1, quindi

R, =2bR, -51—2 R?
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con la condizione iniziale Ry = o2. Separando le variabili, con un po’ di pazienza si
trova, se b # 0,
2b3?

Ri= — e
T 14 Ke 2

dove K = %%—2 — 1 (a ben vedere si tratta di una quantitd positiva anche se b < 0).
Tralasceremo il caso b = 0, che & stato trattato nell’Esempio 10.5 e nell’Esercizio 3.8.
La varianza della legge condizionale tende a O per t — +o00 se e solo se b < 0. Poiché
E[(X; — X,)%] = R;, dunque E[(X; — X,)?] — 0 per f — +o0 se b < 0. I limite invece
vale 2b¥2 se b > 0.

L’equazione (10.16) della media condizionale diviene qui

2b

2b Xodi+—— 4y,
‘Jm) rat + 14 Ke—2br ~°F

(12.37) ax, :(b -5

con la condizione iniziale Xo = w. Per risolvere questa equazione, che ¢ lineare in
X,, usiamo, il metodo della variazione delle costanti arbitrarie che abbiamo visto nel
paragrafo 8.2 e nell’Esercizio 8.1. L’integrale generale dell’equazione ordinaria

2b
Xi :<b T 14 Ke o ) i

! 2b
Xt :xoexp(bt—/o mdé‘)

L’integrale nell’esponente si calcola con la sostituzione e~2%5

funzione razionale che ne risulta. Il risultato ¢

= u e poi integrando la

e(1+ K)

x; = xgexp[bt — 2bt —log(1+ Ke ") +log(1+ K)| = W'

Cerchiamo una soluzione di (12.37) della forma

R bt
% "1+ K)

‘T 14 Ke

I

Si vede subito che deve essere

eM1+K) . 2

17 Ko °C' = Ty ke 21

ovvero dC; = 2be” (1 + K)~1dY,. La soluzione di (12.37) & dunque

L eI+ K) 2bhebt l
X, = bs dy,.
‘T 14 Ke +1+Kc‘2"”/0 o
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Pud essere utile, integrando per parti, giungere a una formula senza integrali stocastici,
piul pratica per una soluzione numerica. A partire da

d(e”Y,) = " dY; + beP Y, ds

si ottiene (ricordando che Yy = 0)
f 1
f b dy, =e™Y, - / be* Y, ds
0 0
¢ quindi

;=

o e (14 K) 2bY, 2h2 !
X _ -b=5)y, ds.
1+ Ke2t " T T+ Ke ' 1+ Ke—2o / e 5

Da questa relazione ¢ facile ricavare numericamente X ¢ a partire dalla traiettoria (¥s)s</
dell’osservazione. In questo caso, a differenza dell’Esempio 10.5, X, dipende da tutta
la traiettoria dell’osservazione e non solo dal suo valore al tempo .

$10.2 Scriviamo ’equazione di Riccati (10.15). Sihab=1,01 =02 =1,a =2, % =1,
a = 1. Sviluppando si ottiene

(12.38) R, =1-R2

1l polinomio Q(x) = 1 — x? si annulla, per x > 0, unicamente per x = 1. Esso ¢ inoltre
> O0perx < 1e < Operx > 1. Ne segue facilmente che ogni soluzione di (12.38)
converge a 1 per t — +o0, qualunque sia il valore iniziale Rg > 0.

b) Sihaorab=1,0p=1¢

o1 =(,1), a:(i). E:(é (1)>

e a = 3. Dunque la (10.15) ¢ ora
R, =1-2R, —2R?

Si tratta sempre di un’equazione della forma R; = Q(R;), dove Q(x) =1 —2x — 2x2¢
ancora un polinomio che ha la sola radice positiva

p=3(3-1)=0.366.

Ripetendo lo stesso ragionamento di a), questo ¢ il limite della varianza condizionale R;
pert — —4o0.
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S10.3 In questo caso o2 € R, mentre oy ¢ un vettore 1 x k. Il numeroa = oo* quindji
vale a = |o1]? + 022. L’equazione di Riccati (10.15) diviene qui
R =a+2bR; — 01> - 2{01, S~ ) R, — (ZE*) ', @) R =
=07 +2(b— (o1, Z7 ) R — (BE*) e, a) R}

=c =d

Sihad = (XX, @) = |S~le|? > 0. Dunque il polinomio Q(x) = ¢ + cx — dx?
tende a —oo per x — +00. Se 05 > 0, Q ha unaradice p > O esiha R > O per R, < p
e R} <0per R, > p. Da cio ¢ facile dedurre che lim; y0 Ry = p.

Se invece oy = 0, allora ci sono due possibilita. Se Q'(0) = ¢ = 2(b— {01, > 1la)) <0,
allora 0 & ’unica radice > 0 di Q. Dunque R} < 0 per ogni ¢ tale che R; > 0. Ne segue
che lim;, 400 Ry = 0. Se invece Q'(0) = ¢ > 0, allora Q ha una radice p > 0 e,
ragionando come prima, lim;—, 100 Ry = p.

In conclusione, la varianza della legge condizionale converge a 0 se e solo se o2 =0
eb < (o], T la).

S10.4 a) Per il Teorema 10.9, il prezzo al tempo s delle opzioni &
C=c¢"T=9EQS1(T) —K)T], P =e"T9EQ(Si(T)-K)].

Ricordando che i prezzi attualizzati S1(r) = e~"(~9)5;(r) formano una martingala ri-
spetto a Q,

C—P=c"T9ES(T) - K] =E°[S1(s)] - e T™9K =x —e"T9K

b) Supponiamo che sia C > P+x—Ke~ (97, Sipud allora costituire un portafoglio
acquistando una unita del titolo di base ¢ una opzione put e vendendo una opzione call. Ii
prezzo dell’operazione € C — P —x, che viene coperto mediante un investimento di segno
opposto nel titolo senza rischio. Questa operazione dunque non richiede investimenti.
A maturita si dispone di una opzione put, di una unita del titolo di base, di un importo
(positivo o negativo) —(C — P — x) ¢"7=) e bisogna onorare un call. I casi sono due

e 51(T) > K. In questo caso il call viene esercitato; per soddisfarlo viene ceduto
il titolo di base, incassando una quantita di denaro pari a K. Il put naturalmente non ha
valore. II bilancio globale dell’operazione &¢ K — (C — P — x)e"T=9 > 0.

e 51(T) < K. In questo caso il call non viene esercitato. Si usa allora il put per
vendere 1’unita di titolo di base al prezzo K. Il bilancio globale dell’operazione € ancora
K—(C-P—-x)eT=9 >0,

In maniera simile si puo costituire un portafoglio d’arbitraggio se invece C < P +x —
Ke—T—5)r.

S11.1 a) Per il Teorema Limite Centrale la successione

_X1—|-...+X”—n,u

Yn
r Jno
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converge in legge verso una v.a. N(0, 1), dove w e o2 sono rispettivamente la media e
la varianza di X;. Evidentemente p = %, mentre

! 1
E(X?) =/ x2dx ==
) 3

e dunque 02 = § — 1 = . Lav.a. W non ¢ altro che Y15, Resta da vedere se n = 12

sia un numero abbastanza grande perché Y, sia approssimativamente N (0, 1) ...
b) Si ha, integrando per parti,

1 2, |TO0 +oo P
X“) _ / 4 —x2/2 ( e /2‘ +3/ 2= /zdx) _
T oo .
_3—/ x2e* 2 dx = 3.
=Var(X)=1

Un po’ pit complicato & il calcolo del momento di ordine 4 di W. Se Z; = X; — 1, allora
le v.a. Z; sono indipendenti e uniformi su [—1, 1]. Inoltre

B(WH =E[(Z1 +... + Z12)"].

Poiché E(Z;) = E(Zf) = 0 (le v.a. Z; sono simmetriche rispetto all’origine), la speranza
matematica di molti dei termini che appaiono nello sviluppo di (Z1 +. . .+ Z12)* & nulla.
Ad esempio, poiché le v.a. Z;,i =1, ..., 12, sono indipendenti,

E(Z3Zy) = B(Z})E(Z;) =0

Un attimo di riflessione mostra che danno un contributo # 0 solo i termini della forma
E(Z? ZJ.Z) = E(Z,.Z)E(ij) con i # j e quelli della forma E(Z}). 1l termine Z# ha chiara-
mente un coefficiente 1 nello sviluppo. Per vedere quale sia il coefficiente di Z,.2 ZJ?, i+ ],
si pud osservare che nello sviluppo in serie di potenze della funzione

G (x1,. .y x12) = (o1 + ..o+ x12)*

il monomio x?x?, per i # j, ha per coefficiente

1 8%

2121 3220 2(0) —><24 6.

Calcoliamo ora

, 1/2 2 1 . 1/2 . 1
E(Zi):/ dx = —> E(Zi)=/ xtdx = —-
_1/2 12 ~1 80
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Poiché, per simmetria, i termini della forma E(Z?ij), [ # j sono tutti uguali e sono

114+10+...+1= %_ x 12 x 11, il loro contributo ¢

1 1 11
6x§x12x11xm—7-

11 contributo dei termini della forma E(Z?) (che sono 12), ¢ invece 4. In conclusione

o 1112
E(W )——+% 2.9.
Come si vede il simulatore W ha una legge che differisce da quella che si vorrebbe
simulare per il valore del momento di ordine 4 ¢ in maniera sensibile. Quindi, anche
se probabilmente il tempo macchina necessario a produrlo & ridotto (il valore n = 12 ¢
stato certamente scelto per questo motivo), & sconsigliabile usarlo per simulazioni che
richiedano la generazione di molte v.a. gaussiane. I risultati potrebbero essere distorti.
D’altra parte il generatore dell’Esempio 11.8 non richiede un tempo di calcolo maggiore.

$11.2 Indichiamo con % la classe dei compatti di E e con ¢ la classe degli elementi di
%F della forma X~ 1(K), K € H. La relazione

- <m Kn) = ﬂ X—l(Kn)

n

implica facilmente che anche s ¢ una classe compatta. Inoltre, se A € B(E), poiché
la legge di X & una misura su (E, B(E)) ed & dunque regolare rispetto alla classe dei
compatti, per ogni £ > 0 esiste un compatto K C A tale che

PXecA)-PXeK)<e

Ovvero P & regolare su o (X) rispetto ad .
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