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a distanza minima da X. Infatti, se per semplicita poniamo Y = E(X I 2D), aHora, per

ogni Z E L2(2D),

IIX - ZII~ = E[(X - Z)2] = E[(X - Y + Y - Z)2] =

= E[(X - Y)2] +2E[(X - Y)(Y - Z)]+E[(Y - Z)2] =
, V' '

=0

= E[(X - Y)2] + E[(Y - Z)2] 2: E[(X - Y)2] = !IX - YiI~

dove la disuguaglianza eanzi stretta, a menD che non sia Z = Y q.c. (il doppio pradotto
euguale a 0 grazie aHa (3.4), poiche W = Y - Z e2D-misurabile).

Quindi, nel senso di L2 , Y = E(X I 2D) e la migliore approssimazione di X mediante

una v.a. 2D-misurabile.

Esempio 3.6 Se 2D = {Q, 0} ela a-algebra banale, aHora

3.2 Speranza condizionale SS

II calcolo di una speranza condizionale eun'operazione che espesso necessario fare e
che, talvolta, eanzi l'obiettivo del ricercatore (vedi i paragrafi suI fiItraggio, nell'ultirno
capitolo). Vediamo ora due osservazioni che possono essere di aiuto a questa scopo.

Osservazione. Talvolta si deve calcolare la speranza condizionale di una v.a. X rispetto
a una a-algebra 2D ottenuta completando una a-algebra 9))0 con l'aggiunta della famiglia
N degli eventi trascurabili di una a -algebra piu grande, ?fi per esempio. Eutile osservare
che si ha

E(X I 2D) = E(X l2Do) q.c.

Cia euna conseguenza del fatto cbe un evento D appartiene a 9)) se e solo se esiste un
evento Do E 9))0 che differisce da D solo per un evento trascurabile di ?fi. Dunque la v.a.
E(X I 2Do) e9)) misurabile e, per ogni D E 9)) si ha

Sian? 7ft una a-algebra e X una v.a. 7ft-misurabile. Se Z euna v.a. indipendente da c;Jf"

sapplamo che, se X e Z sono integrabili,

Questa formula eun caso particolare del lemma seguente, che espesso molto utile.

Lemma 3.9 Siano (Q,?fi, P) uno spazio di probabilita, (E, %) uno spazio misurabile, C§
e c;Jf, sotto-a -a1gebre di?fi tra 101'0 indipendenti.

Siano X una v.a. 7ft-misurabi1e a va10ri in (E, %) e 1f;'(x, w) una [unzione su Ex Q,

% Q9 C§-misurabi1e e tale che w ~ 1{t(X (w), w) sia integrabi1e. Allora

dove cI>(x) = E[1{t(x, .)].
Dimostrazione. Supponiamo dapprima 1f;' della forma 1{t(x, w) = j(x)Z(w) dove Z e
C§-misu~abil.e. !n questa caso cI>(x) = j(x)E(Z) e la (3.6) non ealtra che 1a (3.5). II
lemma e qumdl pravato per delle funzioni 1{t deHa forma sopradescritta e naturalmente
per Ie lora combinazioni lineari. Si passa al caso generale con il Teorem~ 0.12. '

Esempio 3.10 Siano B un mota browniano m-dimensianale e j:]R1Il ~ ]R una funziane
bareliana limitata. Sia s < t. Quanta vale E(f (B,) I ?fis)?

Basta applicare il Lemma 3.9 alIa funzione 1{t(x, w) = j(x + Bt(w) - Bs(w)), con
C§ = a(Bt - Bs ), c;Jf, = ?fis . Poiche x + Bt - Bs ~ N(x, (t - s)/), si ha

E(X 12D) = E(X).

Infatti Ie sole v.a. 9))-misurabili sono Ie costanti e, se c = E(X' 1 9))), aHora la costante
c risulta determinata daHa relazione c = E[E(X I 9)))] = E(X). La nozione di speranza
matematica appare quindi come un caso particolare di quella di speranza condizionale.

Esempio 3.7 Sia A E ?fi un insieme di prababilita positiva e consideriamo la a-algebra
9)) = {A, N', Q, 0}. Allora E(X 19))), che e2D-misurabile, euna v.a. reale eostante su A

e su A c. Dalla relazione

e dalla sua analoga per AC si rieava facilmente che

\

_1 f XdP
E(X I 9))) = P(~) A

P(AC) JN XdP

I

In particolare E(X 19))) vale JX dPA su A, dove PA ecome nella Definizione 1.1 e

JX dP Ac su N'.

Esempio 3.8 Sia B = (Q, ?fi, (?fi, )t, (B,)t, P) un mota browniano. Allora se s ~ t

E(B, I ?fis ) = Bs q.c.

Infatti

(3.5)

(3.6)

E(X Z I c;Jf,) = XE(Z).

E(1{t(X,·) I c;Jf,) = cI>(X).

poiche B, - Bs eindipendente da ?fis e centrata mentre Bs e?fis-misurabile.
cI>(x)=E[j(x+B,-Bs )]= 1 !j(y)exp[ IY-X

I2
]dy.

[2n(t - S))111/2 2(t -8)

tubaro
Highlight



5
Processi di Markov

5.1 Definizioni e generalita

Definizione 5.1 Sia (E, %) uno spazio misurabile; una funzione di transizione marko­
viana su (E, %) euna funzione p(s, t, x, A), dove s, t, E JR+, S :s t, x E E, A E %, tale
che

i) per s, t, A fissati x ~ p(s, t, x, A) erg-misurabile;
ii) per s, t, x fissati p(s, t, x, -) euna legge di probabiJita su (E, rg);

iii) p soddisfa aJJ'equazione di Chapman-Kolmogorov

(5.1) peS, t, x, A) = 1p(u, t, y, A) pes, u, x, dy)

per ogni s < u < t.
Si dice che pes, t, x, A) eunafunzione di transizione se la ii) viene sostituita da
ii') pers,t,x, fissatip(s,t,x,.) eunamisurasu(E,rg) dimassatotale:s 1.

Definizione 5.2 Date su (E, rg) una funzione di transizione markoviana p e una legge
di probabilit8. j.k, si diceprocesso diMarkov associato a p, di istante iniziale u e di legge
iniziale j.k, un processo X = (Q, '21', ('2I'r)t;::u, (Xt)i;::II, P) a valori in (E, rg) tale che

a) XII ha legge j.k.

b) P(Xt E A I '2I's) = pes, t, Xs , A) q.c. per ogni t > s ::: u.

Quando la filtrazione ('2I't), non viene precisata s'intende, al solita, che si tratta della
filtrazione naturale.
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Osservazioni 1) Una immediata applicazione del Teorema 0.11 implica che, per ogni
funzione misurabile limitata f : E --+ IR e per ogni s < t, l'applicazione

L'Esempio 3.10 mostra che la b) della Definizione 5.2 e soddisfatta per un mota brownia­
no, rispetto alIa funzione di transizione markoviana data dalla (5.2). Dunque il mota
browniano e il nostro primo esempio di processo di Markov.

(5.4)

(5.5)
Yn(Ao, AI,··., Am) =

= 1f.L(dxo)1P(U,tl,xo,dXl)j ···1 P(tm-l,tm,Xm-l,dxm).
AO Al Az Alii

L'equazione di Chapman-Kolmogorov (5.1) implica facilmente che il sistema (Yn)n di
distribuzioni di dimensione finita verifica la Condizione 1.13 di coerenza.

Esiste quindi una unica probabilita P su (Q,?:F) di cui Ie Yn sono Ie distribuzioni
di dimensione finita. Resta da verificare che (Q,?:F, (?:Fnl' (X')I, P) e un processo di
Markov di legge iniziale f.L e associato a p.

La a) della Definizione 5.2 e immediata. La verifica di b) e un po' pili laboriosa;
occorre mostrare che se D E ?:F~, allora

Per induzione su In si ottiene facilmente, per ogni u :s tl < ... < t/11'

(5.6) L1{XI EA l dP = Lpes, t, X" A) dP.

Bastera (vedi Esercizio 3.1) provare la relazione per un insieme D della forma

D = {X lo E Bo, ... , XIII E B,,}

dove u = to < tl < ... < tIC = s, poiche per definizione gli eventi di questa forma
generano ?:F~ e formano una classe stabile per l'intersezione finita. 11 termine a sinistra
nella (5.6) vale allora

P(D n {XI E An = P(Xto E Bo, ... , XIII E B", XI E A) =

= ( f.L(dyo) ( ... ( p(t"-l, tIl' y,,-l, dy,,) ( p(t", t, y", dy) =
1Bo 1B I 1BII 1A

= 1f.L(dyo)1... ( p(tn-l, t", y,,-l, dy")p(t,,, t, y", A).
Bo B) } BII

P(XlI E Ao, XI) E AI, , XlIII E A/11) =

= j f.L(dxo) j p(u, tl, xo, dXl)1 j P(t,,-l, t", X,,-l, dx,,).
Ao A) AZ All

A priori quindi Ie distribuzioni di dimensione finita dipendono solo da f.L e da p. In
particolare due processi di Markov associati alla stessa funzione di transizione ed aventi
uguali l'istante e la distribuzione iniziale sono equivalenti. Mostriamo ora che se E e uno
spazio metrico completo munito della u-algebra 0iI(E) e p e una funzione di transizione
markoviana su (E, 0iI(E», esiste sempre un processo di Markov associato a p di istante
iniziale u e di legge iniziale f.L, qualunque siano u e f.L. Si trattera di un'altra applicazione
del Teorema 1.14 di Kolmogorov.

Poniamo Q = E'!iR+; un elemento W E Q e dunque un'applicazione IR+ --+ E. De­
finiamo XI : Q --+ E mediante XI(w) = wet), t 2: 0 e poi ?:F:' = u(Xs , u :s s :s t),
?:F = ?:F~. Definiamo un sistema di distribuzioni di dimensione finita ponendo per
Jr = {O = to < tl < ... < tm}, Ao, AI, ... , Am E 0iI(E),

x --+ Lfey) pes, t, x, dy)(5.3)

P(XI E AI, XLI E Ao) = E[lAI (XI)lAo (XlI )] = E[lAo(XlI)E[lAI (XI) I ?:FlIn =

= E(l Ao (X lI )p(u, t, XLI' AI» = ( f.L(dx)p(u, t, x, AI).'
lAo

Intuitivamente, cioe, la conoscenza di tutta la traiettoria del processo fino al tempo S 0

solo della posizione al tempo s danno Ie stesse informazioni sullo stato del processo a
un tempo t, t 2: s. La b) della Definizione 5.2 si chiama la proprieta di Markov.

3) La Definizione 5.2 permette di determinare Ie distribuzioni di dimensione finita
di un processo di Markov. Siano infatti t > U, Ao, Al E cg; poiche XLI ha legge f.L

f p(u, t, y, A) pes, u, x, dy) =

_f 1. ex [_ Ix - Yl
z

] d j 1. exp[- !y -d ] dz =
- [2rr(ll-s)]1II/2 p 2(u-s) y A [211"(t_lL)]1II/2 2Cl-u)

(f 1 [ Ix - )'\2 ] 1 [ I)' - zlz ] d
= 1A dz [271;(1/ _ S)]1II/2 exp - 2(u' - s) [211"(t - U)]III/z

exp
2(t - Ii) Y

e basta ora riconoscere nell'integrale interno dell'ultimo membro il prodotto di convolu­
zione di una legge N (x, (t -u)/) con una N (0, (u -s)1), il cui risultato (vedi il paragrafo
0.7) e una legge N(x, (t - s)/), cioe pes, t, x, ,). .

e misurabile.
2) Per il punto b) della Definizione 5.2 si ha

P(XI E A I X s ) = E(P(XI E A I ?:Fs ) I X s ) = E(p(s, t, X s , A) I X s ) = pes, t, xs , A)

(5.2)

allora p e una funzione di transizione markoviana: p(s, t, x, .) e una legge N (x, (t -s)/).
L'equazione di Chapman-Kolmogorov e facilmente verificata per Ie proprieta delle leggi
normali rispetto al prodotto di convoluzione: se A E 0iI(IR/11),

Esempio 5.3 Se E = IR/11, cg = 0iI (IR/11) e poniamo

1 j [IX - )'1
2

]
pes, t, x, A) = [2n(t _S)]1JI/2 A exp 2(1 -s) dy,
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(5.7)
L'espressione pX,,1 (X I+h E A), puo inizialmente creare confusione. Si tratta pero sem­
plicemente della composizione della funzione x -+ px,l (XI+h E A) con la v.a. XI.

Se ! : E -+ IR emisurabile limitata la (5.9) e una semplice applicazione del Teorema
0.11 danno

La (5.6) edunque verificata se mostriamo che, per ogni ! : E -+ IR misurabile limitata,

[ f.L(dyo) [ ... [ !(Yn)p(tn-l, tn, Yn-l, dYn) =
1Bo lBI 1B"

=1 !(XI,,) dP.
(X'oEBO,""x,,, EB,,)

A questa seopo, a sua volta, grazie al Teorema 0.11, sara.sufficiente dimostrare la (5.7)

per! = 18 B E !!A (E). Ponendo B' == BII n B, la (5.7) diventa

La proprieta di Markov (5.9) si puo quindi scrivere

px,s (XI+h E A I '2J'J) = pX,,1 (XI+h E A)

(5.10)

PX,S_q.c.

[ f.L(dyo) [ p(to, tl, Yo, dY) ... !, pUn-I, tn, Yn-l, dYn) =
1Bo lBI B

= 1 dP = 1 1B(XI,J dP
{X'o EBo,· .. ,X,,, EB'} {X'o EBo,···.x,,, EB,,} .

Se p e una funzione di transizione, ad essa si puo sempre associare una funzione di
transizione markoviana p nel modo seguente. Sia E = E U {o} 10 spazio topologieo
ottenuto aggiungendo ad E un punto isolato 0 e poniamo

~(w) = inf{t; Xr(w) = o}

pes, t, x, A) = pes, t, x, A) se A E !!A(E)

pes, t, x, {o}) = 1- pes, t, x, E)

pes, t, 0, B) = 1B (0) per ogni B E !!A(E).

Efacile verificare che p euna funzione di transizione markoviana su E. Una probabilita
f.L su E si prolunga immediata~entea una probabilita su E ponendo f.L({0}) = O.

Definizione 5.5 Data una funzione di transizione p, una legge di probabilita f.L su
(E, !!A(E)) e U E JR+ si in tende per processo di Markov associato a p di legge ini­
ziale f.L e istante iniziale U il processo di Markov associato a p su E avente 10 stesso
istante iniziale e per legge iniziale il prolungamento naturale di f.L a !!A(E).

Lo state 0 ha un ruolo particolare: poiche pes, t, 0, {o}) = 1, una volta che il processo
entra in 0, poi vi resta definitivamente. La variabile aleataria

si chiama tempo di morte (0 di esplosione). Se il processo X econtinuo a destra, per la
Proposizione 1.11 ~ eun tempo d'anesto (non ealtro che il tempo d'ingresso nella state
terminale 0).

Nel resto di questa capitolo X = (Q, '2J', ('2J'J)r",:s, (Xr)I"':O, (PX,S)x,s) indichera la realiz­
zazione di un processo di Markov associato alIa funzione di transizione p.

La (5.10) permette di calcolare la speranza condizionale di una v.a., !(XI+h), che
dipende dalla posizione del processo a un istante, t +h, fissato. Talvolta invece eneces­
sario calcolare la speranza condizionale p,s (Y I '2J'J), dove Y euna v.a. che dipende,
eventualmente, da tutta la traiettoria del processo dopo il tempo t. La proposizione
seguente fomisce una formula utile. La sua dimostrazione ela solita applicazione del
Tearema 0.11.

PX,S(X.1• = x) = 1
px"'(XI+h E A I '2J'J) = pet, t + h, XI, A) PX,S_q.c.

PX,S(XI E A) = PX,S(X s E E, XI E A) = pes, t,x, A).

(5.8)

(5.9)

Inoltre per ogni 1 E a(X", U :::: s) l'applicazione x -+ PX,S(l) e misurabile (vedi

Esercizio 5.1).

Definizione 5.4 Una famiglia di processi (Q, '2J', ('2J'J)I"':S' (X')I, (PX,.I·)X,S) che soddisfi

ad a), b), c) si dice una realizzazione del processo di Markov associato a p.

Indicheremo COll E-'",.~ la peranza calcolata rispetto a px,s. P0niamo~:=O'(XII,.s ~ u :::
t) ~ attenzione a non confondere Ie due filtraziooi (<gJ)r e CJif)r, ~he gi~ca.no ruol.\ dlVerSl.

Riprendendo l'espressione de11e distribuzioni di (iimcllsionc fiOlta (5.)), osserVlamo che

si ha

che evera per come P estata definita.

Q . d' (n % (%lI) (X ) P) e un processo che soddisfa alle condizioni a) e b)
Uin I "., .:J', .:J'I 1"':11, I I"':U,

della Definizione 5.2. ,
La legge P appena costruita dipende naturalmente, oltre che da p, da f.L e da u e vena

indicata con p/L,lI. Se f.L = Ox si scrivera px,u invece di pbx ,II • "

Riprendendo il procedimento di costruzione, abbiamo mostrato che, se E e uno spazlO

metrico completo, allara esistono
a) uno spazio misurabile (Q, '2J') munito di una famiglia di filtrazioni ('2J'J)I"':S' tali

che '2J'.;: C &if 5e 5 :S 5', t' :S t. . .
b) una fallliglia di v.a. XI: Q -+ E tali che w -+ XI(w) sia '2J'J-misurabile per ogm

5 < t. .
-c) una famiglia di probabilita (PX,S)xEE.SEIR+ su (Q, '2J'~) tali che, per ogm x, 5,
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Proposizione 5.6 Sia Y una v.a.r. C§~ misurabile 1imitata. A110ra

(5.11)

necessariamente p soddisfa all'equazione di Chapman-Kolmogorov (5.1) e X e una
realizzazione del processo di Markov associato a p.

Infatti dapprima ponendo u = s nella relazione precedente si ottiene che p (5, t, x, .) e
la legge di XI rispetto a pX,.I. Infine, se s :s u :s t,

Dimostrazione. Supponiamo dapprima Y della forma !l (XII) ... fill (X lm ) dove s :s t1 <

t t < t e f I" sono funzioni misurabili limitate. Se In = 1 allora la... < 111-1 < 111 _' 1, ... , Jill

(5.11) si riduce alla (5.10). Supponiamo la (5.15) vera per Y come sopra e per m - 1.

Allora, intercalando un condizionamento rispetto a :!F:m_l' ,

pes, t, x, A) = PX,S(Xt E A) = EX,S[PX,S(XI E A I :!F;:)] =

= P"\[p(u, t, Xu, A)] = t p(u, t, y, A)p(5, U, x, dy).

5.2 Le proprieta di Feller e di Markov forte

Supporremo d'ora in avanti che E sia uno spazio metrico e che cg = <;5]3(E).

d f ' (x) - I" (x) . EX,fm-l [I" (XI )]. per l'ipotesi d'induzioneave 111-1 - )111-1 )111 Ill'
Definizione 5.7 Si dice che una funzione di transizione p gode de11a proprieta di Feller
se, per ogni h 2: 0 fissato e per ogni funzione f continua e ]imitata su E, 1a funzione

p,.I[!l(Xt\) ... ];,,(X lm ) 1:!F:J = EX,,f[!l(XII )··· f'1Il-1(X lm - l)] =
= EX"I[!l(XIl ) ... ];,,-1 (Xlm _ l )];" (Xi,,,)]·

(t, z) --+ t f(y)p(t, t + h, z, dy)

Porremo:!F~ = {A E :!F~; An {r :s t} E :!F: per ogni t}.

econtinua. Diremo che X edi Fe11erse 1a sua funzione di transizione gode de11a proprieta.
di Fe11er.

Definizione5.8 Una v.a. positivar sidiceuns-tempod'arrestoser 2: 5 ese{r :s t} E:!F:
per ogni t 2: 5.

pX"\'(Xt+r E A I :!F~) = per, t + T, X r , A),(5.12)

Definizione 5.9 Diremo che X ediMarkov forte, 0 anche che efortemente Markoviano,
se per ogni x E E e A E <;5]3 (E), per ogni s 2: 0 e per ogni s-tempo d'arresto finito r.., A) (0 A) :!F -:!F0 px = px,o e considerare comeQumdlconvleneporrep(t,x, =p ,t,x, ,t-~' .

1· . X (n OE (OE) (X) (PX).) L'equazlOne dl Chapman-Kolmogorovrea lzzaZlone = ~O, J', J'I I, I I, x·

diviene, per 0 :s 5 < t,

Si passa al caso generale mediante il Teorema 0.11.

Se la funzione di transizione p dipende da 5 e t solo come funzione di t - s, s~ di~e c~e ~
eomogenea nel tempo. In questa caso si ha, ricordando l'espressione delle dlstnbuzlOlll

di dimensione finita,

pet, x, A) = f pet - s, y, A)p(s, x, dy).

La funzione di transizione dell'Esempio 5.3 eomogenea nel tempo.

Osservazione. L'equazione di Chapman-Kolmogoro\l euna cOl1seguenza della pr?p~iet~
di Markov. Pili precisamente sia X = (Q ?:P, ('3'n,~.<, (X t )!, (px,S)x.s) una fal~lIg1~a dl
processi ·tocastici tale che X,I = x px ,.I -q.c. per Oglli x, S'e sia p (s, 1, x, A) Ull? funzlOlle
che soddlsfi Ie condiziOlli i) e ii) della Definizionc ),1. AIlora, se per ogm .' E E e

Echiaro che se r == h 2: 0 la (5.12) si riduce alla proprieta di Markov solita (5.9). La
(5.12) enaturalmente equivalente alla

(5.13)

per ogni f boreliana limitata, grazie al solito Teorema 0.11.

Teorema 5.10 Supponiamo X continuo a destra e di Fe11er. A110ra edi Markov forte.

s:su:st,
px,s (XI E A I :!FJJ = p(u, t, Xu, A),
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Dimostrazione. Poiche X e continuo a destra, esso e progressivamente misurabile e
dunque, per la Proposizione 1.9, Xr e pCr, t + r, X" A) sono v.a. ~i-misurabili. Resta

da dimostrare che se r E ~~ allora per ogni A E'113(E)

PX'''({Xt+r E A} n f) = p,S(p(r, t + r, Xr , A)1r).

5.2 Le proprieta di Feller e di Markov forte 91

Usando il Teorema 0.12, 1a relazione precedente evera per ogni funzione f boreliana
limitata e si ha la tesi.

Osservazione. Le ipotesi di continuita a destra e di Feller non intervengono nella prima
parte della dimostrazione del Teorema 5.12. Quindi la proprieta di Markov forte esempre
vera quando T assume solo un insieme numerabile di valeri.

Abbiamo gia visto (Proposizione 3.14) che per un mota browniano esempre possibile
mettersi in una condizione in cui la filtrazione e continua a destra. Cio e vero anche
per i processi di Feller continui a destra. Poniamo ~.\' = n ~s ~s = n ~s. . t+ £>0 t+£' t+ £>0 t+£
(ncordlamo che~: = O"(Xu , s :::: u :::: t)).

Teorema 5.11 Se X = (Q,~, (~:k:s, (X,)" (PX,S)x,,\) eun processo di Markov conti­
nuo a destra e di Feller allora (Q, ~, (~:+)t~s, (X,)" (PX,S)x.s) eancora un processo di
Markov associato alla stessa funzione di transizione.

Dimostrazione. Si tratta di provare 1a proprieta di Markov

Cominciamo col supporre che r assuma un insieme numerabile di valori {tj}j. Allora

PX,S({Xt+r E A} n f) = Lpx'''({Xt+r E A} n r n {T = tj}) =
j

= LPX'''({X'+'j E A} n r n {r = tj})'

j

Poiche r n {T = tj} E ~:j' perla proprieta di Markov (5.9),

pX,.I({Xt+r E A} n f) = LP"\'[1rntr=tj}P(tj, t + tj, X'j' A)] =

j

= p,S(p(r, t + r, X r , A)lr).
(5.14) E[f(Xt+h) I ~~+] = 1f(y)p(t, t + h, x"~ dy)

Sia ora Tun s-tempo d'arresto finito qualunque. Per il Lemma 2.16 esiste una successione
(TTI)n di s-tempi d'arresto finiti, che assumono ciascuno un insieme numerabile di valori
e decrescente a r. In particolare quindi ~r.. ::l ~i. La ptOprieta di Markov forte gia
provata per rTl e il Teorema 0.11 garanti cona che, se f econtinua e limitata su E,

In particolare se r E ~i c ~~If

Per la continuita a destra delle traiettorie e la proprieta di Feller

[ f (y) p (Ttl, t + Ttl, XTIl ' dY) -7 r f (y ) p (T, t + T, Xr , d y ) .JE /I-HX) JE

Poiche per il Teorema di Lebesgue si ha p,s(j(X,+r,)lrJ -7 p,s(j(Xt +r )lr] per
n -7 00, abbiamo ottenuto che, per ogni funzione f continua limitata

dove f si puo supporre continua e limitata su E. Una applicazione di routine del Teorema
0.12 permette infatti di estendere questa re1azione a tutte Ie funzioni f boreliane limitate.
Per ogni £ > 0 si ha

e condizionando ambo i membri rispetto a ~s+ che econtenuta in ~s, , t+£

Poich€Ietraiettoriesonocontinueadestraf(X'+h+£) -7 f(X t+h ) q.c. pert -70+. Per
il. ~eorema di Lebesgue per Ie speranze condizionali (Proposizione 3.4 c)), il termine di
SlDlstra converge a P'''[j(Xt+h) I ~;+] e, grazie alIa proprieta di Feller, quello di destra
a p,s[l f(y)p(t, t + h, X" dy) I~;+] =1f(y)p(t, t + h, x" dy),

dato che X t e~~+ -misurabile.

Proposizione 5.12 (Legge 0-1 di Blumenthal) Sia X di Feller e continuo a destra. Allora
la O"-algebra ~:+ etriviale, cioe se It E ~:+, px,,, (A) pUG assumere unicamente i valori
001.
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Dimostrazione. Per il teorema precedente X eun processo di Markov rispetto alla filtra­

zione (<J';+),?:.s. Poiche ~~+ c <J'~+, se A E cg:;+, per la Proposizione 5.6 con s = t,

poiche X" = x PX'''_q.c. Dunque p,,, (lA) puo assumere al piu i valori 0 01.

5.3 Processi canonici

Spesso 10 spazio Q, su cui un processo di Markov edefinito, euno spazio di traiettori~,

cioe w E Q eun'applicazione da jR+ in E e il processo e definito da X,(w) = wet). E
il caso, ad esempio, del processo costruito con il Teorema di Kolmogorov, per il quale
Q = E JR+; per i processi che considereremo spesso sara Q = ~(jR+, jRl1l). Diremo, in
questa caso, che il processo di Markov ecanonico.

In questa caso si pUG definire, per ogni t E jR+, l'applicazione e, :Q ---+ Q mediante

e{w(s) = w(t + s).
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per ogni v.a. Y ~~-misurabile limitata.

Se rr : Q ---+ jR+ U {+oo} euna v.a., si pUG definire, su Qa = {rr < +oo}, l'operatore di
traslazione ea mediante

(eaw)(t) =w(t+rr(w)).

La proprieta di Markov forte (5.13) allora si pUG scrivere

per ogni t :::: O. Con argomenti simili a quelli della Proposizione 5.6 (ma che richiedono
un po' pill di attenzione) si ottiene il seguente risultato simile (Vedi, ad esempio, [DM87]
capitolo XIV per una dimostrazione).

Proposizione 5.13 Se X e un processo di Markov canonico fortemente markoviano e
continuo a destra, allora per ogni v.a. reale Y cg~-misurabile limitata 0 positiva e per
ogni s-tempo d'arresto finito T

Le applicazioni e, si chiamano gli operatori di traslazione e vale la relazione (5.16)

X,,(e,w) = X" 0 e,,(w) = X,+.\(w).

Gli operatori di traslazione permettono di dare delle fonnulazioni delle proprietii di
Markov e di Markov forte ehe sono pill pratiehe nei ealcoli eonereti. Nonostante una
eerta diffieolta iniziale per familiarizzarsi con queste notazioni, spesso si tratta del solo
modo di risolvere in maniera semplice e rigorosa dei ealcoli altrimenti problematici.

/\..,

Figura 5.1 La traiettoria a puntini eottenuta applicando la traslazione Bs a quelJa a tratto
pieno.

Poiehe X" 0 e, = X,+", ogni v.a. Y cg~-misurabile edella forma Y = Yo e" con Y
~~-misurabile. La (5.11) ad esempio diviene

Una versione aneora piu utile della proprieta di Markov forte ela seguente.

Proposizione 5.14 Sia X eun processo di Markov canonico fortemente markoviano e
continuo a destra. Siano F : jR+ x Q ---+ jR una funzione (J3(lR+) ® cg~-misurabiJe e T

un s-tempo d'arresto finito. Allora

dove G(z, t) = p"[F(e,., t)].

Dimostrazione. Pratieamente identica a quella del Lemma 3.9: se F e della forma
F(t, w) = g(t)Y(w), con g boreliana su jR+ e Y cg~-misurabile, allora, per la Pro­
posizione 5.13,

mentre G (z, t) = g (t)EZoI [Y 0 e,]. La proposizione edunque provata per Ie funzioni di
questa forma e lora eombinazioni lineari. Si passa al caso generaIe con il solito Teorema
0.12.

Se X eomogeneo nel tempo la proprieta di Markov forte (5.12) diviene

(5.15) PX,S_q.c.
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ovvero se f e boreliana limitata
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L'intuizione, vedi la Figura 5.2, suggerisce che Ie due quantita a destra siano uguali, per
cui si avrebbe subito, poiche {Ta :5 t} :J {X, > a}

(5.17)

Le due Proposizioni 5.13 e 5.14 si possono formulare, nel caso omogeneo nel modo

seguente.

P ., 5 15 Se X e un processo di Markov canonico fortemente markoviano,
ropoSIZlOne . . ° . b'I

omogeneo nel tempo e continuo a destra, allora per ogm v.a. reale Y C§oo-mIsura 1 e

limitata e ogni tempo d'arresto finito T

Vediamo di rendere rigorosa questa intui:cione. Si ha

Ma se Ta(W) :5 t, allora X,(w) = Xt-rll(B.r"w), dato che la posizione della traiettoria W
al tempo t coincide con queHa di (Jrllw al tempo t - ra . Dunque, condizionando rispetto
a '!J'r,

(5.18)

Inoltre, se F : JR+ x Q -+ JR euna funzione 03 (JR+) 0 C§~ -misurabile limitata a positiva,

allora

dove G(z, t) = EZ[FC t)).

Esempio 5.16 Ritorniamo al principio di riflessio~e, .P~opo~i~ione ?17"di cui ~~rem~
un'altra dimostrazione, che spiega il termine "pnnclplO dl nflesSlOne . Se 1.ld:a ~
semplice, d' altra parte la sua realizzazione rigorosa richiede 1'uso della propneta dl
Markov forte in una delle versioni di questo paragrafo.

dove G(x, s) = P[1[X,_s>aj] = PX(X,_s > a). Poiche Xr " = a q.c. su {ra :5 t} e
G(a, s) = pa(X,_.1 > a) = ~ per ogni s :5 t, possiamo concludere che

pO(Ta :5 t, X, < a) = ~ pO(ra :5 t).

Per gli operatori di traslazione valgono alcune formule, llll'apparenza un po' esoteriche,
rna particolarmente utili. Supponiamo il processo continuo (cioe che Q sia uno spazio di
traiettorie continue). Sia a un tempo d'arresto e indichiamo con TA il tempo d'ingresso
nell'insieme chiuso AcE. Allora la v.a. p definita da p = +00 su {a = +oo} e da

(5.19)

Figura 5.2 Dopo illempo Ttl Ie due traieuorie del mota br()wni~~~; ,que~la a l!nea pie~a e la
sua simmetrica rispetlo ad a a punlini, "hanno la stessa probabllita . Dl queste una SI trova
al di sopra di a a1 tempo T l'a1lra al di 0110.

Sia X = (Q,?J', ('!J',)t, (X,)r, (PX)x) la realizzazione canoni~a di u~ moto browniano
e indichiamo ancora con Ta il tempo di passaggio per a > 0, SI ha chlaramente

a ----------

su {a < +oo}, e un tempo d'arresto e, pili precisamente, e it primo tempo d'ingresso in
A dopo it tempo a. Echiaro infatti che TA «(Jaw) e il tempo che impiega la traiettoria w,
dopo il tempo a, prima di entrare in A. In particolare, se B :J A e a = TB, aHora

(5.20)

Infatti il primo tempo d'ingresso in A e necessariamente successivo al primo tempo
d'ingresso in BeTA «(JrEW) e il tempo che trascorre tra l'ingresso in B e l'ingresso in A.
Pili in generale, se a e T sono tempi d'arresto, e un tempo d'arresto la v.a.

p = a + T 0 (Ja

(con la solita convenzione p = +00 se a = +00), anche se non e possibile ora dare a p

un significato intuitivo come per la (5.19). In generale, se a e r sono q.c. finiti, anche
p e q.c. finito e si ha la relazione

(5.21)
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a ben vedere anch'essa abbastanza intuitiva.
Un esempio tipico di applicazione di queste formule e il seguente. Se A c B, allora la

relazione XrA = XrA 0 erB e la Proposizione 5.15 applicata alla v.a. Y = f(X rA ) danno,
supponendo che "fA e "fB siano entrambi finiti,

(5.22)

Quanto detto finora si puo ripetere con ovvi mutamenti quando p non sia omogenea nel
tempo. In questa casu definiremo la famiglia di operatori (Ts,I )"9 mediante

T",f(x) = I fey) pes, t, x, dy) = p,s[f(X,)]

e naturalmente, per s :s u :s t, l'equazione di Chapman-Kolmogorov diviene

Dunque

(5.23)
Invece dell'operatore A bisognera considerare la famiglia di opera tori (AIL definita,
quando l'espressione ha senso, da

Nell'Esercizio 5.5 viene sviluppata un'applicazione interessante di questa relazione. Ad(x) = lim _,1 [TI',s+hf(x) - f(x)).
11-40+ 1

Se X e una realizzazione del processo di Markov associato a p si ha anche

Per l'equazione di Chapman-Kolmogorov si ha

S.4 Semigruppo associato a una funzione di transizione, diffusioni

1
. 1
1m -h pet, t + h, x, BR(x)C) = O.

11--+0+
(5.26)

Diremo che il generatore infinitesimale A e locale quando il valore di Af(x) dipende
solo dal comportamento di f in un intomo di x. Cioe se, date due funzioni f, g che
coincidono in un intorno di x, allora se Af(x) e definito, anche Ag(x) e definito e
Af(x) = Ag(x).

Proposizione 5.17 Sia BR (x) la sfera di raggio R e centro x e supponiamo che per ogni
xED e R > a si abbia

Allora A, elocale.

Dimostrazione. Sia f E ~(A), allora

1 1Ih [T,,r+l1f(x) - f(x)] = h [fey) - f(x)] pet, t + h, x, dy) =

= ~1 [fey) - f(x)] p(t, t + h, x, dy) + ~ r [fey) - f(x)] pet, t + h, x, dy).
~~) l~

Poiche

L'operatore A soddisfa al principio del massimo nella forma seguente:

~ I r [f (y) - f (x) ] p (t, t + h, x, dy ), :s _,1 . 2 II !II 00 p (t , t + h, x, BR (x) C)
lBR(x)c 1

si conclude che dei due limiti

lim _,1 I[fCY) - f(x)] pet, t+h, x, dy), lim _,1 r [fey) - f(x)] pet, t+h, x, dy)
11--+0+ 1 11-40+ 11BR(x)

l'uno esiste se e solo se esiste l'altro; inoltre A,f(x) non dipende dai valori di f al di
fuori di BR(x), per ogni R > O.

Af(x) = lim ~ [T,f(x) - f(x)].
'-40+ t

(5.25)

(5.24)

T,f(x) = 1fey) pet, x, dy).

Sia puna funzione di transizione, che per ora supporremo omogenea nel tempo. A p
si puo associare la famiglia di operatori (T,),::.o definita su Mb(E) (funzioni boreliane
limitate su E) da

cioe la famiglia di operatori (T,), e un semigruppo. Se per di pili p e di Feller, T, opera
anche su Cb, cioe T,f E Cb se f E Cbf. Se f E Mb(E) poniamo, se illimite esiste,

Indichiamo con ~(A) l'insieme delle funzioni f E Mb(E) per Ie quali illimite in (5.25)
esiste per ogni x. L'operatore A e definito per f E ~(A) e si chiama il generatore

infinitesimale del semigruppo CIt), 0 del processo di Markov X.
In questa paragrafo vedremo alcune proprieta dell' operatore A e caratterizzeremo una

classe importante di processi di Markov imponendo delle condizioni su A. Supporremo
d'ora in avanti che E sia un aperto D C JRI11.
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b) Sia Y una soluzione di

Mostrare che la legge di Y, euna mistura di leggi gaussiane, cioe della forma afLl + (1­
Ct)fL2, dove 0 < a < 1 e fLl, fL2 sono leggi gaussiane di cui si determineranno media e
varianza.
[b) Usare a) per calcolare la trasformata di Laplace di Yr.]

(8.42)
dYr = k tanh(kY, + c) dt + dB,

Yo =x
9

Problemi aile derivate parziali
associati a una diffusione

Nota bibliografica 8
Per il contenuto di questa capitolo vale la bibliografia del capitolo 6.

Riguardo alle questioni di esistenza e unicita delle soluzioni di una EDS, segnaliamo
alcuni sviluppi teorici, oramai non piu tanto recenti, che non hanno trovato posta per
motivi di spazio.

1) Soluzioni forti. .. ,. .. . ,
In Yamada-Watanabe [YW71] si dimostra che si possono indebohre I lpotesl dl regolanta
suI coefficiente di diffusione.
In Zwonkin [Zwo74] viene costruita una trasformazione di Q che muta una ED: in
un'altra con b = O. Cia permette di indebolire Ie ipotesi di regolarita su b (in dimenslOne
1 basta che b sia misurabiIe e limitata) oltre a fomire altre utili applicazioni.

2) Soluzioni deboli.
I risultati piu importanti sono quelli di Stroock-Varadhan [SV69a], [SV69b] .oppur~

[SV79]. Essi dimostrano che l'esistenza debole e l'unici~a in leg~e, sono eqUIvalent!
all'esistenza e unicita del cosiddetto problema delle martmgale, ClOe al fatto che per
ogni x, s esista una ed una sola probabilita px,s su Q tale che px.s {Xs = x} = 1 e che
il processo HI dell'Esercizio 5.6 sia una px,s-martingala. Partendo d.a q~esto punto
di vista essi provano l'esistenza debole e l'unicita in legge con coefficlenh solamente
continui e limitati.

Nell'Esercizio 8.5 viene studiato il comportamento di un processo di diffusione quando
il coefficiente di diffusione e"piccolo" e viene sviluppato il punto di vista che il pro­
cesso COSl ottenuto euna perturbazione dell'equazione ordinaria che si ottiene quando il
coefficiente di diffusione enullo. Questo aspetto e state molto studiato e costituisce un
ampio capitolo della cosiddetta teoria delle grandi deviazioni. Ad essa sono stati dedicat~
oramai un certo numero di testi. Vedi illibro di Freidlin e Ventsel [FV83] e, per aspettl
piu generali della teoria delle grandi deviazioni, Dembo e Zeitouni [DZ97] e Azencott
[Aze80].

In questa capitolo vedremo che Ie medie di certi funzionali di un processo di diffu­
sione, come funzione del dato iniziale, sono soluzione di problemi alle derivate parziali.
Sono formule molto utili da due punti di vista. Intanto per 10 studio e una migliore
comprensione delle proprieta delle soluzioni di questi problemi. Inoltre, in alcuni casi,
esse permettono di calcolare la soluzione del problema alle derivate parziali (calcolando
esplicitamente la media del funzionale corrispondente) oppure la media del funzionale
(risolvendo esplicitamente il problema alle derivate parziali).

9.1 Rappresentazione delle soluzioni del problema di Dirichlet

Iniziamo con un risultato preliminare. Sia ~ la soluzione dell'EDS

dove b e a verificano Ie Ipotesi (A'). Sia D un aperto limitato contenente x. Vedremo
ora che, sotto opportune ipotesi, il tempo d'uscita da D, r = inf{t; ~,(w) ¢ D}, euna
v.a. integrabile. Sia al solito

1 111 82 111 a
Lt = -2 ~ aij(x,t)~+~ b;(x, t)-aL oX'oX' L X.

;,j=l IJ ;=1 I

dove a = a a *. Consideriamo Ie ipotesi seguenti.
B l ) Esiste una funzione ct> E C 2,1 (jRl11 X jR+) a valori in jR+ e tale che

act>
-a + L,ct> < -l.t -
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e I'ultimo termine si puo rendere :s -1, scegliendo a e f3 abbastanza grandi.

B2) Esistono due costanti A > 0, C > 0 e un indice i, 1 :s i :s 111, tali che

per ogni xED, t :::: O.
B3) Su D x jR+, b e limitata ed il campo di matrici a e uniformemente ellittico, cioe

tale che (a(x, t)z, z) :::: Aid per qualche A > 0 e per ogni (x, t) E D X jR+, Z E jRlIl.

BB~ + L I <P = _{3eaxi (a 2aii (x, t) + abi (x, t)) :s

:s _{3eaxi (a2A - ac) :s -a{3e-aR (aA -c)

suD
{

Lu - cu = f
UlaD = ¢.

(9.1)

Per laProposizione 8.24 esiste un campo di matrici CJ lipschitziano su Dtale che a = CJCJ*.

Si possono aHora prolungare CJ e b a tutto jRl1I mantenendo soddisfatte Ie Ipotesi (A). Sia
(~, M, (M, )'::0, (XI k~o, (PX)x) la diffusione canonica associata alIa EDS di coefficienti
b e CJ. Sappiamo che e una diffusione di generatore infinitesimale L.

Se ZI = e- J; c(Xs)ds, allora dZI = -c(XI )Z, dt. Se J.I e una funzione C2(jRl1I) limitata,
per la formula di Ito si ha, pX_q.c . per ogni x,

un operatore differenziale su D tale che
a) L e_uniformemente ellittico su D, cioe (a (x) z, z) :::: Alzl 2 per qualche A > 0 e per

ognix E D, Z E jRl1I;
b) a e b sono lipschitziane su D.

Eben noto il seguente teorema di esistenza e unicita (vedi [FriM], [Fri75]).

Teorema 9.3 Siano ¢ una funzione continua su BD, c e f funzioni hOlderiane D -+ jR
con c :::: O. Allora, se L soddisfa alle condizioni a) e b) precedenti, esiste una unica
funzione U E C2(D) n C(D) tale che

bi(x,t)::::-caii(x, t) :::: A,

Proposizione 9.1 B3) ~B2) ~B1)'

Dimostrazione. B3)~B2) Si ha aii (x, t) = (a(x, t) ei, ei) :::: A, dove ei indica il vettore
unitario nella direzione i-esima.
B2)~ B1) Poniamo <P (x, t) = {3 (eaR _eaXi ), dove R e il raggio di una sfera contenente

D, e a un numero :::: 0 che preciseremo poi (<P dunque non dipende da t); allora <P > 0

su D e

Proposizione 9.2 Se B1) e verificata, E(r) < +00 per ogni (x, s) ED XjR+.

Dimostrazione. Per la formula di Ito, per ogni t :::: s si ha q.c.

Poiche CJ e Ie derivate prime di <P sono limitate su D x [s, t], l'ultimo termine e una
martingala ed ha media nulla; dunque, per ogni t > S,

Poiche <P e positiva su D x jR+, <P (x, s) :::: E(t 1\ r). Basta ora prendere il limite per
t -+ +00 e applicare illemma di Fatou.

Supponiamo ora che l'aperto D sia limitato, connesso e di frontiera C 2
; sia

1 In a2 m B
L = '2 L aij(x) ax.ax' +Lbi(X)~

i,j=l ' J i=1 I

(9.2)

Se fosse possibile applicare la (9.2) a v = u dove u e data dal Teorema 9.3 e se l'integrale
stocastico avesse media nulla, avremmo immediatamente, per t = r,

che e la formula di rappresentazione che stiamo cercando. Ma u e C2 solo su D e non
e ovvio che la si possa prolungare a tutto jRl7I. Le argomentazioni seguenti servono a
superare queste difficolta. f

Sia, per ogni £ > 0, D" un aperto regolare tale che D" c De dist(BD", aD) :s £; sia
r" il tempo d'uscita da D,,: evidentemente r" :s r e inoltre r < +00 per Ie Proposizioni
9.1 e 9.2; poiche Ie traiettorie sono continue,r" converge a r q.c. crescendo per £ \. O.

tubaro
Highlight
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Sia UE una funzione di classe C 2 (]RIll) limitata e che coincida con u su DE e scriviamo
la (9.2) per v = Ue e con De al posta di D. Poiche Ie derivate di U su De sono limitate
l'integraIe stocastico ha media nulla e poiche U coincide con U e su D si ricava, prendendo
la speranza matematica per x E De,

sia data da

U(x) = [ ¢(y) O(x, dy).
laD

La (9.4) afferma che, nelle ipotcsi del Teorema 9.3, il nucleo di Poisson esiste sempre e
o (x, .) e la legge di XT rispetto a px (cioe la legge di arrivo in aD della diffusione X
uscente da x E D). Questa identificazione permette di determinare la Iegge di arrivo in
quei casi in cui il nucleo di Poisson e conosciuto e viceversa.

Allimite per £ \" °si ottiene dunque Esempio 9.4 Siano L = 1L'i e BR la sfera aperta di centro °e raggio R in ]Rill, 'm :::: 1;
siano a(dy) l'elemento di superficie di aBR , Will la misura della superficie della sfera di
raggio 1 in ]Rill. Allora e nota che, per YEa BR, X E BR, se

Prendiamo illimite per t ----')- +00; poiche Zs :::: 1 per ogni s,
1 R2_lx12

NR(x y) = -- ,, R I linWill X - Y

allora il nucleo di Poisson di ~ L'i su BR e dato da

Poiche r e integrabile per Ie Proposizioni 9.1 e 9.2, per il Teorema di Lebesgue,
(9.6) O(x, dy) = NR(X, y) a(dy).

Infine, poiche XTEa D,

Quindi la (9.6) da la legge di arrivo su aBR per un mota browniano uscente da x E BR.

9.2 Equazioni paraboliche

(9.3)

Una formula di rappresentazione si puo ottenere in modo del tutto simile anche per il
problema di Cauchy-Dirichlet. Siano D un aperto connesso limitato di ]Rill di frontiera
e2, Q = D x [0, T[ e

Abbiamo quindi trovato una rappresentazione della soluzione U di (9.1) in termini della
diffusione associata a L. Nel caso c = 0, f = 0, l'espressione diviene

Come osservato all'inizio del capitolo, formule come la (9.3) 0 (9.4) sono interessanti sia
per calcolare medie di funzionali di processi di diffusione, come, per esempio, i termini
a destra nelle (9.3) e (9.4), riconducendone il calcolo alla risoluzione del problema (9.1),
sia per ricavare informazioni sulla soluzione U di (9.1). Ad esempio osserviamo che
nella derivazione della (9.3) ci siamo serviti solo dell'esistenza di u. II calcolo appena
fatto quindi fomisce una dimostrazione dell'unicita della soluzione nel Teorema 9.3.

Si chiama nucleo diPoisson dell'operatore L su D una famiglia (0 (x, '))xED di misure
su aD, tale che, per ogni funzione ¢ continua su aD, la soluzione di

un operatore differenziale su Qtale che
a) (a(x, t) z, z) :::: Aid dove A> °per ogni (x, t) E Q, Z E ]Rill;
b) a e b siano lipschitziane in Q.

Vale allora il seguente risultato di esistenza e unicita ([Fri64], [Fri75]).

1 III 82 III a
L, = -2 I: aij(x, t)-;r--a +I:bi(x, t)-a

. . aXi Xj. Xi
l.j=l 1=1

(9.7)

(9.8)

Teorema 9.5 Siano ¢ una funzione continua su jj, g una funzione continua su aD x [0, T]
tale che g (x, T) = ¢ (x) se x E aD; siano c e f funzioni hOlderiane Q ----')- R Allora,
nelle ipotesi a) e b) precedenti, esiste una unica funzione u E e2•1 (Q) n C (Q) tale che

au

{

L,u - cu + at = f su Q

u(x, T) = ¢(x) su D
u(x, t) = g(x, t) su aD x [0, T]{

Lu = ° su D
UraD = ¢

(9.5)

(9.4)
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per qualche A ::: °(condizione di crescita polinomiale), oppure

Nel seguito indichiamo con L, un operatore differenziale su lR.1Il x [0, T[, come in (9.7)
e (<<6, M, (Mn,~s, (X,)" (PX,S)x,s) la diffusione canonica associata.

Perla Proposizione 8.24 esiste un eampo dimatrieio-lipsehitziano su Qtale ehe 0-0-* = a;
inoltre enota ehe i eoeffieienti 0- e b si possono prolungare a lR.m x [0, T) conservando
Iipschitzianita e Iimitatezza. Sia (<<6, M, (Mn,~s, (X,)" (PX,.f)x,s) Ia diffusione eanonica
associata alIa EDS di coefficienti b eo-.

Teorema 9.6 Nelle ipotesi del Teorema 9.5, vale la fonnula di rappresentazione

(9.11) f::: 0,

Teorema 9.7 Siano c : lR.11I x [0, T) ---* lR. una funzione continua e limitata inferiormente
(c(x, t) ::: -K) e w una funzione C2,1(lR.171 x [0, TD, che sia continua su lR.m x[O, T) e
soluzione del problema

(9.9)

(9.12)

aw
{

L,W+ar-cw=f sulR.m x[O,T[

w(x, T) = ¢(x)

dove T eil tempo d'uscita da D.

Dimostrazione. II ragionamento esimile a quello usato per Ia dimostrazione della (9.3):

. , d' l' 1 -I' 1 d' I I Y (X) -1,' c(X,.r)dr dSl trattera 1 app lcare a .lormu a 1 to a processo s = U e s, Set , ove
U e approssima u in modo simile a quello usato per ottenere Ia (9.3).

Supponiamo che L, soddisfi alle Ipotesi (A ') (vedi p. 169) e che Ie funzioni ¢, f, oltre
a essere continue, soddisfino a una delle ipotesi (9.10) oppure (9.11). Supponiamo, per
di piu che anche w sia a crescita polinomiale, cioe esistano M j , f.J., > °tali che

(9.13)

Nel caso partieolare g = 0, C = 0, f = °Ia (9.9) diviene
per ogni t E [0, T), x E lR.m • Allora vale la formula di rappresentazione

9.3 La formula di Feynman-Kac, l'equazione backward

Ebene pera ricordare che, per dedurre Ia relazione precedente dal Teorema 9.6, oecorre
supporre che ¢ si annulli su aD. Se b, 0-, I, g, C non dipendono da t allora posta v (x, t) =

u(x, T - t), v esoIuzione di

(9.14) w(x, t) = P.l[¢(XT) e- {C(Xs'S)dS] - p,,[[TI(X" s) e-l,' c(XI/,II)dll dS]

Dimostrazione. Sia TR il tempo d'uscita di X dalla sfera di raggio R. AlIora, per il
Teorema 9.6 applicato a D = BR , si ha, per ogni (x, t) E BR x [0, T[,

[

T/\TR 1,'
w(X"t) =_EX,r[ , f(Xs,s)e- I C(XI/,U)dllds]+

1,
'R

+ Ex,r [(X ) - C(XI/,II) dill ]w TR' TR e , {rR<T} +

+ EX.I[A.(X )e-1,TC(XI/,II)dlll ]_
'f/ T [TR2:Tj -

=h+h+h

(9.15)

su Q

su D
su aD x [0, T)

av

{

Lv - - - cv = f (x)at
v(x, 0) = ¢(x)
vex, t) = g(x)

In questa paragrafo studieremo formule di rappresentazione come quella del Teorema
9.6, per il dominio lR.1ll x [0, T). Di queste vedremo delle applicazioni nel prossimo
capitolo. Tutte Ie difficolta naturalmente provengono dal fatto che lR.m non elimitato.

Consideriamo due funzioni reali ¢, I, continue e definite rispettivam~nte su lR.1ll e
lR.171 x [0, T]. Consideriamo Ie due ipotesi

Cominciamo col supporre verificate Ie (9.10). Per Ia Proposizione 8.15 sappiamo che

(9.16)

per ogni q ::: 2, dove C non dipende da x. Per Ia disuguaglianza di Markov, si ha

(9.10) (x, t) E lR.m x [0, T) (9.17)












































































































