
Sia Wt un processo di Wiener e {Ft}t≥0 una filtrazione non anticipante. Sia
Inoltre Xt un processo a traiettorie C1, adattato alla filtrazione tale che (t, ω) →
Ẋt(ω) ∈ L2([0, T ]× Ω).

Esiste l’integrale (alla Stieltjes) rispetto al processo di Wiener (traiettoria per
traiettoria) ed è ∫ t

0

Xr dWr = X0Wt +

∫ t

0

(Wt −Wr) Ẋr dr

Teorema 1. Risulta inoltre che

E
(∫ t

0

Xr dWr

)
= 0

e

E
[( ∫ t

0

Xr dWr

)2]
= E

∫ t

0

X2
r dr.

Si può dimostrare di più; infatti

E
(∫ t

0

Xr dWr | Fs
)

=

∫ s

0

Xr dWr

e

E
[( ∫ t

s

Xr dWr

)2
| Fs

]
= E

[ ∫ t

s

X2
r dr | Fs

]
.

Dimostrazione. La prima è facile. Per la seconda consideriamo(
X0Wt +

∫ t

0
(Wt −Wr) Ẋr dr

)2
=

X2
0 W

2
t + 2X0Wt

∫ t

0
(Wt −Wr) Ẋr dr +

∫ t

0

∫ t

0
(Wt −Wr) Ẋr(Wt −Wρ) Ẋρ dr dρ

dove il termine medio è conveniente riscriverlo

X0Wt

∫ t

0
(Wt −Wr) Ẋr dr = X0

[ ∫ t

0
(Wt −Wr)

2 Ẋr dr +

∫ t

0
Wr (Wt −Wr) Ẋr dr

]
il cui valore di aspettazione risulta

E
[
X0

∫ t

0
(t− r) Ẋr dr

]
= E

[
− tX2

0 +X0

∫ t

0
Xr dr

]
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Il valore di aspettazione del primo più il secondo termine è quindi

tE(X2
0 )+2E

[
−tX2

0+X0

∫ t

0
Xr dr

]
= −tE(X2

0 )+2X0

∫ t

0
Xr dr =

∫ t

0
X2
r dr−

∫ t

0
(Xr−X0)

2 dr

D’altra parte conviene riscrivere l’ultimo addendo (supponendo r < ρ)

(Wt −Wr) Ẋr(Wt −Wρ) Ẋρ = Ẋr(Wt −Wρ)
2 Ẋρ + (Wρ −Wr) Ẋr(Wt −Wρ) Ẋρ

da cui il valore di aspettazione risulta

E(Ẋr Ẋρ)(t− ρ)

e quindi

E

[∫ t

0

∫ t

0
(Wt−Wr) Ẋr(Wt−Wρ) Ẋρ dr dρ

]
= 2E

[∫ t

0
dρ

∫ ρ

0
(Wt−Wr) Ẋr(Wt−Wρ) Ẋρ dr

]

E

[∫ t

0

∫ t

0
(Wt −Wr) Ẋr(Wt −Wρ) Ẋρ dr dρ

]
= 2

∫ t

0
dρ

∫ ρ

0
E(Ẋr Ẋρ)(t− ρ) dr

= 2E
∫ t

0
(t−ρ) Ẋρdρ

∫ ρ

0
Ẋr dr = 2E

∫ t

0
(t−ρ) Ẋρ(Xρ−X0)dρ = E

∫ t

0
(t−ρ) d

dρ
(Xρ−X0)

2dρ

= E
[
(t− ρ)(Xρ −X0)

2
]t
0
−
∫ t

0
(−1)(Xρ −X0)

2dρ

= E
∫ t

0
(Xρ −X0)

2dρ

Sommando otteniamo

E
[( ∫ t

0
Xr dWr

)2]
= E

∫ t

0
X2
r dr.

In quanto alla terza proprietà, dalla∫ t

s
Xr dWr = Xs(Wt −Ws) +

∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr

otteniamo

E
(∫ t

0
Xr dWr | Fs

)
= E

(∫ t

s
Xr dWr | Fs

)
+

∫ s

0
Xr dWr

E
(∫ t

s
Xr dWr | Fs

)
= E

(
Xs(Wt −Ws) +

∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr | Fs

)
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= XsE(Wt −Ws) + E
(∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr | Fs

)
= 0 +

∫ t

s
E
(
E
(
(Wt −Wr) Ẋr | Fr

)
| Fs

)
dr

=

∫ t

s
E
(
XrE(Wt −Wr) | Fs

)
dr = 0

Infine per dimostrare l’ultima proprietà si procede come per dimostrare la seconda

E
[( ∫ t

0
Xr dWr

)2
| Fs

]
=

∫ s

0
X2
r dr+2

∫ s

0
Xr dr E

[ ∫ t

s
Xr dWr | Fs

]
+E
[( ∫ t

s
Xr dWr

)2
| Fs

]
=

∫ s

0
X2
r dr + E

[( ∫ t

s
Xr dWr

)2
| Fs

]
perché il termine medio è nullo per la terza formula. Calcoliamo l’ultimo addendo:(

Xs(Wt −Ws) +

∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr

)2
=

X2
s (Wt −Ws)

2 + 2Xs(Wt −Ws) ·
∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr +

(∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr

)2
Abbiamo tre termini. Per il primo

E(X2
s (Wt −Ws)

2 | Fs) = X2
s (t− s)

Per il secondo

Xs(Wt−Ws)·
∫ t

s
(Wt−Wr) Ẋr dr = Xs

∫ t

s
(Wt−Wr)

2 Ẋr dr+Xs

∫ t

s
(Wr−Ws)(Wt−Wr) Ẋr dr

∫ t

s
(t− r) Ẋr dr = −(t− s)Xs +

∫ t

s
Xr dr

e quindi sommando i primi due termini abbiamo

E
[
X2
s (Wt −Ws)

2 + 2Xs(Wt −Ws) ·
∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr | Fs

]
=

= −(t− s)X2
s + 2Xs

∫ t

s
E(Xr | Fs) dr =

∫ t

s
E((2XsXr −X2

s ) | Fs) dr
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=

∫ t

s
E(X2

r | Fs) dr −
∫ t

s
E((Xr −Xs)

2 | Fs) dr

Infine per l’ultimo termine(∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr

)2
= 2

∫ t

s
dρ

∫ ρ

s
(Wt −Wr) Ẋr(Wt −Wρ) Ẋρ dr

E(Ẋr Ẋρ | Fs)(t− ρ)

E
((∫ t

s
(Wt −Wr) Ẋr dr

)2
| Fs

)
= 2

∫ t

s
dρ

∫ ρ

s
E(Ẋr Ẋρ | Fs)(t− ρ) dr

= 2E
(∫ t

s
dρ Ẋρ(t− ρ)(Xρ −Xs) | Fs

)
= E

(∫ t

s
(t− ρ) d

dρ
(Xρ −Xs)

2 dρ | Fs
)

= E
(∫ t

s
(Xρ −Xs)

2 dρ | Fs
)

Il teorema 1 è dimostrato.

Inoltre abbiamo

E
[( ∫ t

0

Xr dWr

)2
−
∫ t

0

X2
r dr | Fs

]
=
(∫ s

0

Xr dWr

)2
−
∫ s

0

X2
r dr

Infatti

E
[( ∫ t

0

Xr dWr

)2
−
∫ t

0

X2
r dr | Fs

]
=
(∫ s

0

Xr dWr

)2
−
∫ s

0

X2
r dr

+E
[( ∫ t

s

Xr dWr

)2
+ 2

∫ s

0

Xr dWr

∫ t

s

Xr dWr −
∫ t

s

X2
r dr | Fs

]
=
(∫ s

0

Xr dWr

)2
−
∫ s

0

X2
r dr
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