Sia W; un processo di Wiener e {F;};>¢ una filtrazione non anticipante. Sia
Inoltre X; un processo a traiettorie C!, adattato alla filtrazione tale che (t,w) —
Xi(w) € L*([0,T] x Q).

Esiste l'integrale (alla Stieltjes) rispetto al processo di Wiener (traiettoria per
traiettoria) ed &

t t
/ erWT:XOWtJr/(Wt—Wr)XTdr
0 0

Teorema 1. Risulta inoltre che

E(/OtX,,dWT>:0
E[(/OtXTdWTY} :E/Otder.

St puo dimostrare di piu; infatti

t s
E(/O X,,dWT|}“S>:/O X, dW,
E[(/tXTdWT>2|fS} _E[/tx,?dmfs]

Dimostrazione. La prima é facile. Per la seconda consideriamo
¢ . 2
(XO W, +/ (W, — W,) X, dr) _
0
t _ t ot ) )
X2WE+2X, Wt/ (W, — W,) X, dr +/ / (Wy — W,) X (W — W,) X, drdp
0 o Jo
dove il termine medio é conveniente riscriverlo
t t t
Xo Wt/ (Wt — Wr) X, dr = Xg [/ (Wt — WT)Q X, dr Jr/ W, (Wt — WT) X, dr]
0 0 0
il cui valore di aspettazione risulta
t _ t
E[XO/ (t —r) X, dr] _E[—tX§+XO/ X, dr]
0 0
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Il valore di aspettazione del primo piti il secondo termine é quindi

t t t t
tE(X§)+2E[—tX§+X0/ X, dr] :—tE(X§)+2X0/ XTdTZ/ der—/ (X, —Xo)?dr
0 0 0 0

D’altra parte conviene riscrivere I'ultimo addendo (supponendo r < p)
(Wi = W) Xp(We = W) X = X (We = W) Xy 4 (W), = W) Xp(We — W) X,
da cui il valore di aspettazione risulta
E(X; X,)(t — p)

e quindi

tort . . ¢ 4 . .
E //(Wt—WT)XT(Wt—Wp)Xpdrdp E /dp/ (W =W,) X, (W —W,) X, dr
0 Jo 0 0

/ / (W — T(Wt—Wp)Xpdrdp] :2/Otdp/OpIE(XTXp)(t—p)dr
=2E/0< Xdp/ X, dr—zE/0t< )Xp<Xp—Xo>dp=E/0t<t—p>jp(Xp—Xonp

t

:E[(t—p)(Xp—XO)Q] . /Ot(—l)(Xp—XO)de

0

t
= E/ (X, — Xo)%dp
0

E[(/OtXTdWT)Q} :E/Otxfdr.

In quanto alla terza proprieta, dalla

Sommando otteniamo

t t
/erWr:Xs(Wt—Ws)—l—/ (Wy — W,) X, dr

otteniamo

/XdW|]-" /XdW]-' /XdW

E(/ XTdWT\]-"S)_E( S(W, — W) + /(Wt Wr)errlfs)

s
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— X,E(W; — W) + E(/t(Wt W) X, dr| ]-'s>
—0+ /tE<E((Wt — W) X, | F) | fs) dr

- /t]E<XTIE(Wt —W,) | ]—'S) dr =0

Infine per dimostrare I'ultima proprieta si procede come per dimostrare la seconda

E[(/OtXTdWT)Q\fs] Z/OSder—kQ/OSXTdrIE[/:XTdWT|]-"S}+IE[(/:XTCZWT>2|]~"s}
_/stdr+E[(/terWr>2]}'s}
0 s

perché il termine medio & nullo per la terza formula. Calcoliamo I'ultimo addendo:

(Xs(Wt W)+ /t(Wt W) X, dr)2 _
Xf(Wt—WS)2_|_2XS(W,5—Ws)-/t(Wt—WT)err+ (/t(Wt—Wr)err)Q

Abbiamo tre termini. Per il primo

E(XZ (Wi — We)? | Fo) = X2 (t— s)

Per il secondo

t t t
XS(Wt—Ws)-/ (W=W,) X, dr = X, / (W—W,)? X, dr+X, / (W, —W)(W—=W,) X, dr

t t
/(t—r)err:—(t—s)Xs—l—/ X, dr

e quindi sommando i primi due termini abbiamo

t
E[Xg(wt W2 2X (W — W) - / (W, — W,) X, dr | ]-"5] -

t t
= —(t—s)X2+ 2XS/ E(X, | F)dr = / E((2XsX, — X2) | Fs) dr



-/ (X | F)dr - / (X — X | F)dr

Infine per I'ultimo termine

(/(Wt 2 X dr) _2/ dp/ (Wi — W) X (Wy — W,) X, dr

E(X, X, | Fo)(t = p)
E((/t(Wt—WT)XTdr>2]]-"S> :2/:dp/spIE(XTXp]]:s)(t—p)dr
=2 [ a5, - X0 1 7) =B( [ -0 T 0% - X an | 7)

_ E(/:(X,, ~X.Pdp| F.)

Il teorema 1 é dimostrato.

Inoltre abbiamo

t s
E[(/ erW /X%mf /de —/ X2 dr
0 0

t s
E[(/erw /Xer|f /XdW —/der
0 0
+E /XdW +2/XdW/XdW /X2dr].7-"]
/XdW —/X,?dr

0

Infatti



