Consideriamo il numero (complesso) #; = im; supponiamo che sia alge-
brico: allora esiste un polinomio irriducibile M(z) (di grado diciamo d) con
coefficienti interi tale che M (6;) = 0.

Osservazione: anche f; = —im e una radice del polinomio M. Denotiamo
con 03,04, ...,04 le altre radici. Consideriamo l’espressione

E=1+eMA+e?)(1+e%)... (1+e") = Z O

dove v = (g1,€3,...,24) dove g; € {0,1} (v € {0,1}%), e
@V28191+€262+6304+"'+5d6d (E(C)
Alcuni di questi ©, sono nulli (per esempio per v = (0,0,0,...,0) e v =
(1,1,0,...,0)). Indichiamo con n il numero di termini 6, non nulli, indican-
doli per semplicita con aq, as, ..., a,. Allora I'espressione £ si scrive
E=q+e +e24e% 4.4 +4e*, ¢g=21—n.
D’altra parte '™ = —1 e quindi abbiamo
E=q+eM+e+e 4. -+ =0.

Introduciamo ora la quantita

3

J=1(on)+ I(az) + -+ () = —q P(0) — Y P(oy)

con (con le stesse notazioni precedenti) P(z) = > 7" fY9)(z), dove il poli-
nomio, di grado m = (n+ 1)p — 1, f(z) ¢

f(2) =0 2772 —a)P(z —ag)P(z —as)?P - (2 — ay,)P

dove ¢ ¢ il coefficiente di grado massimo (= d) di M(z). Come nel caso di e
risulta che

F90) =0 j<p-1
FPD(0) = 0 (=1)" (g - - - )P
f9 () =0 J<p



da cui
J=—=ql"(=1)"" (g an)P(p— D! +ply, ~eC

che si puo piu convenientemente scrivere

J=(p-1)! (— g " (=1)"(aqag -+ )P —l—p”y), veC

con
n

ply=—=q>  f0)=> > P (w)

= j=p k=1

Ora si osservi che i coefficienti del polinomio f(z) sono polinomi simme-
trici in £aq,lag, las, ..., La,, quindi sono polinomi simmetrici anche in
(0,, v e {0,1}% e quindi infine sono polinomi simmetrici in

00,005,005, ....00,

Applicando il teorema che ogni polinomio simmetrico in n variabili si puo
scrivere come polinomio nei polinomi fondamentali abbiamo che i coefficienti
di f(z) sono interi e prendendo p sufficientemente grande otteniamo che

/1= (p =1L (1)

D’altra parte dalla disuguaglianza

1)) < Jt] e F(1t])

otteniamo

[l <C”

che & incompatibile con la (1) per p grande.
Concludiamo che i7 e trascendente e quindi anche 7 ¢ trascendente.



